EXERCICE 1
A toute matrice M = (m; ;) € M, (R), on associe le nombre réel tr(M) = > m;;, appelé «trace» de la matrice M.
i=1

1) Montrer que pour toutes matrices M et N de M, (R), on a tr(MN) = tr(NM) et que si deux matrices sont
semblables, leurs traces sont égales.

Soit A € M, (R) symétrique. On suppose que chaque coefficient de A vaut 0 ou 1 et qu’il existe un entier naturel
non nul k tel que

S A |
1 kK 1 1
A? = '
o
1 1 k
1
2) Montrer que le vecteur colonne U = [ : | est vecteur propre de A. En déduire que U est vecteur propre de A? et
1

que que n = k2 — k + 1.

3) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A2

Solution :

1) Avec des notations évidentes, on écrit :

tr(MN) = S (MN)ii = > 3 my kg
i=1 i=1k=1
=3 S ngimip = > (NM)gy = tr(NM)
k=1i=1 k=1

Soit alors A et B deux matrices de M., (R) semblables, il existe P inversible telle que B = P~1AP et :
tr(B) = tr(P~1(AP)) = tr((AP)P~1) = tr(A)
2) Notons A = (a; j)1<i,j<n- On sait que a; j = a;,;. L’élément générique de A? sécrit > a; par; = Y. aixa; k. Donc,

k=1 k=1
pour tout i € [1,n] :

n n
k=3 aieaic= 3 a7,
(=1 =1

Comme chaque a; ¢ appartient a {0,1}, il en résulte que A posséde un nombre de 1 exactement égal a k sur chaque
ligne, le reste étant des 0. Donc :

1 1
Al =k | =kU
1 1
Ainsi A%U = k*U, d’ot k + (n — 1) = k?, soit :

n=*k>—k+1

1 ... 1

3) PosonsJ=|[: - | Alors A22=J+(k—-1)I.
1 ... 1

La matrice J admet 0 comme valeur propre, le sous-espace propre associé étant de dimension (n — 1) (car J est de
rang 1). C’est hyperplan H d’équation a1 + - -+ 4+ a,, = 0.

La matrice J est symétrique réelle, donc diagonalisable. La diagonale de la matrice D diagonale semblable a J est
formée des valeur propres de J, et deux matrices semblables ont méme trace. La valeur propre manquante de J
est donc n et le sous-espace propre associé est de dimension 1. C’est 'orthogonal de I’hyperplan précédent donc,
Vect(U).

Enfin, comme A? = J + (k — 1)I, les valeurs propres de A% sont k — 1, le sous-espace propre étant ’hyperplan H,
et n —k + 1 = k? de sous-espace propre associé Vect(U).



EXERCICE 2

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
n
1)  Soit A = (a;;)1<i,j<n € Mn(C). On pose pour tout i € [1,n], r; = Y |a; |-
j=1

T
Soit A une valeur propre de A et X = : un vecteur propre associé.

Tn
On note
IX|| = max (|z;]). Montrer que Vi € [1,n], |A\x;| < r;|| X|| et en déduire qu'il existe ¢ € [1,n], tel que |A| < ;.
<ig<n

n—1
2)  Soit (cp,c1y.-.5¢p—1) € C™ On pose P(X) = X"+ Y ¢, X* et on note M = (m; ;)1<i j<n la matrice de M, (C)

k=
de terme général : ’
1 sij=i+1
mi; = { —cj_1 sli=n
0 dans tous les autres cas

a) Montrer que les valeurs propres complexes de M sont les racines du polynéme P.

b) On pose R = max(|co|, 1 + |e1], 1+ |ea|, .., 1+ |en—1])-
Déduire de ce qui précede que toutes les racines complexes de P ont un module inférieur ou égal a R.

3) Soit a, b, ¢,d quatre entiers naturels non nuls deux & deux distincts.

Montrer que ’équation, d’inconnue z,
2%+ 2% = 2¢ + 24

n’admet pas d’autre solution que 0 et 1 dans N.

Solution :

n
1) Par hypothese, on a AX = AX. Donc, pour tout i € [1,n], on a > a; jz; = Az;. Ainsi :
j=1

n n
il < 22 aigl sl < 2 fas| X = rillX]]
J= J=

De plus, comme X # 0, il existe iy tel que z;, = || X||, ce qui entraine :
[Azio| = A [X]] < 7o || X || et done [A] < 7,

2)a) La matrice M s’écrit

0 1 0 0
0 0 1 0
M= :
0 0 0 1
—Co —C1 e ee. —Cp—1

Soit A € C, A est valeur propre de M si et seulement s’il existe X # 0 tel que M X = AX c’est-a-dire si et seulement
s’il existe X # 0 tel que :

To = AT To = Axy
r3 = A1 T3 = N1
: ou encore : :
Tp = A1y T = A1y
—CoT] — C1To — " — Cpe 1Ty, = ATp, PNz =0

Or X # 0 si et seulement si x; # 0 (car 7 = 0 donne banalement en remplacant dans les équations successives :
g =x3 =...=0) et donc A valeur propre de M == P(\) =0.

b) Les matrices M et M7 ont les mémes valeurs propres (car M — A\ et (M — A\I)T = MT — \I ont méme rang).
Avec les notations de la premiére question, on a, pour M7 :
r1 =|col,re =1+ |er], . oy =14 |cno1]

Donc, A € C est racine de P si et seulement si A est valeur propre de M7T et il existe r; tel que |[A\| < 7;. Donc
|A| < max(r;) = R.

3) Les solutions de n® + n® = n® + n? sont les racines d’un polynéme P pour lequel R = 2. Les solutions dans N ne
peuvent donc étre que 0, 1,2 (question 2.b).
On remarque que 0,1 sont solutions. Par contre 2 ne peut étre solution. En effet, on peut supposer, par symétrie
des réles, que a = min(a, b, ¢,d). On aurait alors

1+ 2b7a —9c—a 2d7a

ce qui est absurde car le membre de gauche est impair et celui de droite pair.

2



EXERCICE 3

On note E = R[X] lespace vectoriel des polynémes & coefficients réels et pour n € N*, on note E,, = R,,[X] le sous-espace
vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
On considere l'application f de E dans F définie par

fP)y=(X-1)(P -

ou P désigne la dérivée tierce (troisieme) de P.

(X g 1)3P///)

1)a) Montrer que f est linéaire.
b) Montrer que si P € Zmf, alors 1 est racine de P.
c) L’application f est-elle surjective ?
2)a) Calculer deg f(P) en fonction de deg P si deg P # 3.
b) Soit P un vecteur propre de f. Montrer que deg P = 3.
3)a) Montrer que f(FE3) C E5. On appelle g 'endomorphisme de E5 défini par f(P) = g(P) pour tout P € Es.
b) Montrer que g n’est pas injectif.
¢) On note Q = (X — 1)* pour k € [0,3]. Donner la matrice A de g dans la base B = (Qo, Q1,Q2, Q3).
d) En déduire que A est de rang 3 et que seul 0 est valeur propre de g.
4) Onrevient a I’étude de f et on recherche les sous-espaces vectoriels de E de dimension finie stables par f, ¢’est-a-dire
tels que f(F) C F.
a) Montrer que Ker f, Ker f2 et Ker f2 sont des sous-espaces vectoriels de E de dimension finie, stables par f.
b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, stable par f. Montrer que F' C FE3 puis que F = {0} ou
F =Ker f, ou F = Ker f2? ou F = Ker f3.
Solution :
1)a) La linéarité de f est celle de la dérivation.
b) 1l est évident que f(P)(1) = 0.
c) L’application f n’est pas surjective, puisque Zmj est contenu dans le sous-espace vectoriel, strictement inclus dans
R[X], des polynémes s’annulant en 1.
2)a) Choisissons comme base de R[X] la famille B = (1,X — 1,(X — 1)2,...,(X — 1)",...), et regardons, pour tout
k=0, f((X = 1))
o sik <2 f(( DF) = (X — 1)k

)
o sik>3, f(( DF) = (X - 1)k (1-
Ainsi, pour tout £ >0 :

JIX -
(X — = 1)k =2))

A= 1) = (- 1y 1 - AR 2,
Alnsi, si le degré de P est p, celui de f(P) est p+ 1.

b) Soit A € R et P # 0 tel que f(P) = AP. On a alors deg f(P) = deg P, si A\ # 0.
La seule valeur propre possible est donc A = 0 et dans ce cas f(P) = 0. En écrivant P dans la base B, la seule

possibilité est 1 — W =0, soit p=3
3)a) Le choix de la base B et I'expression de f dans cette base rend cette question évidente.
b) Comme dans la premiere question g n’est pas surjective.

c) La matrice demandée est :

0 0 0 O
10 0 0
A_0100
0 01 0

d) Il est évident que A est de rang 3 (les trois premiere colonnes sont libres, la derniere est nulle) et que A* = 0. Ainsi
0 est la seule valeur propre de A.

4)a) Un calcul immédiat donne :
Ker f = Vect((X — 1)3), Ker f? = Vect((X — 1)3,(X —1)?),
Ker f3 = Vect((X — 1), (X —1)%,(X — 1)), Ker f* = E3.
b) Soit F' un sous-espace de dimension finie stable par f. Supposons que F' contienne un polynéme P de degré p > 3.

Alors F contient f(P) de degré p+1, contient également f2(P) de degré p+2, etc. en contradiction avec sa dimension
finie. Donc F C Fj3

Evidemment {0} est stable. Si F' # {0}, notons k¥ = dim F', avec 1 < k < 3. L’application restreinte fp est
un endomorphisme de F et est nilpotent (puisque f lest). L’ordre de nilpotence de fr est inférieur ou égal a la
dimension de F, soit k. Donc (fr)* =0, et

F = Ker(fr)*¥ C Ker f*

On conclut que F = Ker f* par égalité des dimensions.

3



EXERCICE 4

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2. On suppose qu’il existe deux endomorphismes de F, u et v vérifiant
la relation suivante :

u3+u2+u:v.

1) Soit A une valeur propre de u associée & un vecteur propre x. Montrer que x est vecteur propre de v associé & une
valeur propre que ’on déterminera.

2)  On suppose dans cette question uniquement que u admet n valeurs propres deux & deux distinctes, notées Aq, ..., \y,.
Montrer que v admet également n valeurs propres distinctes, u1,..., u, que I'on exprimera a 'aide des A1, ..., \,.

3) Montrer que si u est diagonalisable, alors v I'est également.

4) Montrer que si v est inversible, alors u l’est également. Donner un exemple en dimension 2 ol la réciproque n’est
pas vérifiée.

Solution :

1) Soit z un vecteur non nul tel que u(x) = Az.

Une récurrence facile monre que, pour tout k > 1,u*(x) = A\¥z, d’ou :
v(z) = (AN + A2+ Nz

2)  On vient que montrer que si A est une valeur propre de u, alors A> + A\? + X est valeur propre de v. Démontrer la

question revient & montrer que, pour tout (A, u) valeurs propres de u :
ANAEp = NN FAN£ 8+ 02+

Pour cela, il suffit d’étudier la fonction polynomiale x — 2% + 22 + x et de vérifier qu’elle est strictement croissante
sur R. C’est quasiment évident puisque sa dérivée est z — 322 4+ 2z + 1 qui reste strictement positive sur R.

3) Soit (e1,e2,...,e,) une base de E formée de vecteurs propres de u. La premieére question montre que e, ea, ..., e,

sont des vecteurs propres de v. L’endomorphisme v est donc diagonalisable.

4)a) Supposons que u ne soit pas inversible. Alors 0 est valeur propre de u et il existe au moins un vecteur propre (donc

non nul) z associé. La premiére question montre que 0 est valeur propre de v et que le méme vecteur x lui est associé.
Donc v n’est pas inversible. Ainsi, par contraposée, v inversible = wu inversible.

b) En dimension 2, prenons la rotation d’angle 27/3 de matrice

o (cos2m/3 —sin2m/3Y _ (—1/2 —V/3/2
“ \sin27/3  cos27/3 ) \V3/2 —1/2
Par calculs, les valeurs propres de U sont complexes et valent j = e2™/3 et j2. Sur C, U admet deux valeurs propres
distinctes non nulles et donc U est inversible.
Mais comme 0 = j(j2 + j + 1) = 53 + 52 + 4, la seule valeur propre de V = U3 + U? + U est 0 et V n’est pas

inversible.



EXERCICE 5

Soit A € M, (R).
On recherche les matrices M de M,,(R) telles que AM — MA = A.

0 10
1) Traiter le cas particuliern=3et A= 0 0 1
0 00

2) Montrer que si ’équation proposée a au moins une solution, alors elle en admet une infinité.
3) On suppose que I’équation proposée admet M pour solution.
a) Montrer que pour tout entier naturel p, on a alors APM — M AP = pAP.

b) En considérant endomorphisme ¢ de M,,(R) défini par ¢(N) = NM — M N, en déduire qu'’il existe un entier k tel
que AF = 0.
4)  On suppose que A € M,,(R) vérifie A?~1 # 0 et A" = 0.
Soit u I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice A.

Montrer qu’il existe un vecteur o de R™ tel que (z,u(),...,u" *(z)) soit une base de R"™. En déduire une matrice
A’ simple semblable & A.

Proposer alors une méthode pour trouver les matrices M solutions.

Solution :
a b c
1) Onpose M=|d e f|,puison effectue le calcul AM — M A, et on résout I’équation AM — MA = A, ce qui
g h i
donne les matrices :
a b c
M=|0 a+1 b
0 0 a+2

2) Sl existe M telle que AM — M A = A, alors pour tout réel A, M + AI vérifie la méme relation.

3)a) La relation demandée est banale pour p = 0 et vérifiée pour p = 1. Supposons qu’elle soit vérifiée pour un certain
entier p, soit : APM — M AP = pAP. Alors :

APTIN — AM AP = pAPH!
et en multipliant & droite AM — M A = A par AP, il vient :

AM AP — M APTL = Ar+l
Il reste & sommer ces deux dernieres égalités, ce qui donne :

APHI N — M AP = pAp-H + APt — (p + 1)AP+1
et la relation est encore valide au rang p + 1, d’ou la conclusion.

b) Soit M une solution de I’équation. Dans ce cas, pour tout p € N* tel que AP # 0, AP est vecteur propre de ¢ associé
a la valeur propre p. Comme M,,(R) est de dimension finie, ¢ ne peut admettre une infinité de valeurs propres : il
existe donc k € N* tel que A* = 0.

4) La matrice A vérifie A"~! £ 0, A" = 0; elle représente un endomorphisme de R™, nilpotent d’ordre n. Soit = tel que
u™1(x) # 0. Il est classique (et on montre aisément) que la famille (z,u(x),...,u" 1(z)) est libre donc constitue
une base de R™.

Dans cette base, u s’écrit

0 1 0 0
0 0 1 0
A = 0
: s "L o1
0O o0 ... 0 O

Il existe une matrice inversible P telle que A = P~ A’P. On a alors :
AM — MA =A<+ A (PMP™Y)— (PMP1)A = A

soit A’/N — NA' = A’, ce qui est plus simple & résoudre par un calcul direct, vu le nombre d’éléments nuls de A’.
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EXERCICE 6
Si k est un entier naturel, Ry [X] désigne I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a
k. Dans l’exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
1)a) Déterminer trois polynémes A, B, C' & coefficients réels et de degré inférieur ou égal a 2 tels que :
A(-1) =1 B(-1)=0 Cc(-1)=0
A(0)=0 B(0) =1 c0)=0
A(1)=0 B(1)=0 cl)=1
b) La famille (A, B, C) obtenue est-elle une base de Ry[X] ?
2) On note u 'endomorphisme de R,,[X] défini par :
VP eR,[X],u(P)=P(-1)A+ P(0)B+ P(1)C
Montrer que u est un projecteur de R,,[X] dont on déterminera le noyau et 'image.
3) On note v 'endomorphisme de R,,[X] défini par :
VP eR,[X]v(P)=P(0)A+ P(1)B+ P(-1)C
a) Déterminer les valeurs et vecteurs propres de v.
b) L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?

¢) Existe-t-il un polynéme R tel que v = R(v) ? Existe-t-il un polynéme S tel que v = S(u) ?

Solution :
1)a) Les conditions A(0) = A(1) =0 et A € Ro[X] entrainent que
AX)=2X(X —1).
La condition A(—1) =1 donne A =1/2, et A =1 X (X —1).
On trouve de méme que B = (1 — X?) et C' = %X(X +1).
b)Si P =aA+ B +~C =0, alors :
a=P(-1)=0, pB=P0)=0, ~y=P(1)=0

La famille (A, B, C) est formée d’éléments de Ro[X], libre de cardinal 3 égal & la dimension de Ry[X]. C’est une base
de cet espace.

2)  Au vu de la définition de w, il vient : u?(A) = u(A), v}(B) = u(B), et u*(C) = u(C), donc par linéarité, pour tout
PeR,[X]:

ce qui signifie que u est un projecteur de R, [X].

Le noyau Ker u est formé des polynémes s’annulant en {—1,0,1} donc de la forme (X 4+ 1)X (X — 1)Q(X). L’image
Imu est incluse dans Ry[X], et comme la restriction de u & Ry[X] est 'identité, on a Zmu = Ry[X].

3)a) On constate que :
Kerv ={P e R,[X]| P(—-1) = P(0) = P(1) =0} = Keru
D’autre part, v(A4) = C,v(B) = A,v(C) = B. Cela montre que v = u.
Les valeurs propres de v vérifient A3 € {0,1} et comme elles sont réelles, il vient A € {0, 1}.

On a vu que Kerv = Keru. Donc 0 est valeur propre de v, le sous—espace propre associé étant {P € R,[X] | P =
(X3 — X)Q(X)}, qui est de dimension n — 2.

D’autre part, v(A+ B+ C) = A+ B+ C montre que 1 est valeur propre de v. De plus le sous—espace propre E;(v)
est inclus dans Zmv = Ry[X]. Ainsi I'équation v(P) = P donne P(0) = P(1) = P(-1), et P € Vect(A+ B+ C). Le
sous—espace propre associé a la valeur propre 1 est donc une droite vectorielle.

b) La somme des dimensions des sous—espaces propres est égale & n — 1 < n + 1. L’endomorphisme v n’est pas
diagonalisable.

c) Onawu = R(v), avec R(X) = X3. Il ne peut exister un polynéme S tel que v = S(u), car sinon, v serait diagonalisable
puisque u est.



EXERCICE 7

Toutes les matrices considérées appartiennent a M, (R).
On appelle trace d’une matrice carrée A et on note tr A la somme de ses coefficients diagonaux. On note S I’ensemble des
matrices symétriques et A I'ensemble des matrices antisymétriques (c’est-a-dire telles que ‘A = —A).

1)

Vérifier que :
S et A sont des sous-espaces vectoriels de M, (R);
la trace est une application linéaire de M,,(R) vers R;
V(A,B) € (Mn(R))2,tr(AB) = tr(BA),tr(A) = tr(*A).

En déduire que deux matrices semblables ont méme trace.

2) Montrer que I'on définit un produit scalaire sur M,,(R) en posant :
(4, B) € (M,(R))*, (4, B) = tr(*AB)

On notera [|A] = v/(4, A).

3) On suppose dans cette question que A est symétrique.
n
Montrer que tr(A?) = >~ A2 olt Ay, Ag, - -+, Ay, sont les termes diagonaux d’une matrice diagonale D, semblable & A.
k=1
4) Calculer (A, I,,) et montrer que pour toute matrice A € M, (R) :
tr(A) < /ny/tr(tAA).
5) Soit A € M, (R). Déterminer glig |A — Bj.
€
Solution :

1) Cette question, sur la trace d’une matrice, a été résolue maintes fois dans les annales des années précédentes.
2) Il est évident que (A, B) — tr(A” B) est bilinéaire, car I'application trace est linéaire, comme la transposition.

Cette application est symétrique, par la question précédente.

n
De plus tr(ATA) = 37 a?; > 0 et donc tr(ATA) =0 <= A =0.
i,j=1

On définit ainsi un produit scalaire sur M,, (R).
3) Si A est une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe ainsi une matrice

P orthogonale, une matrice D diagonale telle que A = PTAP. Par les deux questions précédentes, il vient :

tr(A?) = tr(ATA) = tr(PTD?P) = tr(D?)
n
et par définition de D, tr(D?) = > A2, ot les ();) sont les valeurs propres de A.
i=1
4) On sait que (A, ) = tr(A). De plus, par l'inégalité de Cauchy—Schwarz :
[ tr(A)] = [{A, In)| < [[In]|[A]] = v/ny/tr(AT A)

5) Le cours nous dit que le minimum recherché est atteint par le projeté orthogonal de A sur S. Or on sait que

M, (R) =S @ A. On écrit donc A sous la forme S+ U, avec S € S,U € A. Mais :
(S,U) =tr(SU) =tr(-US) = —tr(SU) = (S, U)=0
Le projeté orthogonal de A sur S est donc S = %(A + AT). Ainsi :
min [[A - B[| = ||A = S|| = [|U]]-
€S
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EXERCICE 8
Soit £ = R™ muni de sa structure euclidienne canonique, a € E de norme 1. On désigne par f, 'application de E dans
lui-méme définie par :
Vo e E, folr) =2 — 2(x,a)a.
1) Montrer que f, est un automorphisme de F et déterminer son automorphisme réciproque.
2) Montrer que f, est diagonalisable.
3) Montrer que f, est un endomorphisme orthogonal
(c’est-a-dire que l'on a : V(z,y) € E%, (fo(x), fa(y)) = (z,y)).
4)  Montrer que si g est un endomorphisme orthogonal de E, alors go f, 09~ = fa(a)-
5) Soit b un vecteur unitaire de E.
a) Montrer que f, = fp si et seulement si a = b ou a = —b.

b) Déterminer les vecteurs unitaires ¢ de E tels que f, 0 fo = fe o fa-

Solution :
1) 1l est évident que f, est un endomorphisme de E. Déterminons son noyau.
fo(z) =0+ 2 =2(z,a)a = (x,a) = 2(x,a)|a]|* = 2(z,a)
Donc (z,a) =0 et x = 0. Ainsi f, est injectif et est un automorphisme de E.
Pour déterminer f; 1, il suffit de résoudre ’équation y = x — 2(x, a)a d’inconnue z. Or :
y=z—2,a)a = (y,a) =—(z,a)
Donc z =y — 2(y, a)a, soit f; 1 = f,.

2) L’automorphisme f, est une involution puisque f2 = I. C’est donc une symétrie. Ses valeurs propres sont & prendre
dans I’ensemble {—1,1} et :

Ei(fa) = {z € B | fu(x) = 2} = (Vect a)*
E_1(fo) ={z € E| folz) = —2} = Vecta
Ainsi f, est diagonalisable dans une base orthonormée.
3) Ona:
(fa(@), fa(y)) = (& — 2(z, a)a,y — 2(y, a)a)
= (z,y) — 2(z,a){y, a) — 2{y,a)(z, a) + 4(z, a){y, a) |al|*
= (z,y)
4) Soit x € E,
fo.(9(@)) = g(x) — 2(9(2), g(a))g(a) = g(z) — 2(z, a)g(a)
=9z — 2(x,a)a) = g(fa(x))
Donc, comme g est orthogonal, il est bijectif et
fo(ay©9=go faetdoncgo f, og ! = fota)
5)a) Supposons que f, = fp. Alors pour tout z € E :
(x,a)a = (z,b)b
En prenant z = a, il vient a = (a, b)b, ce qui signifie que a et b sont colinéaires. Comme ils sont de norme 1, cela
entraine que a = +b.

La réciproque est évidente.

b) Soit ¢ unitaire tel que f, o f. = f.o fa. Alors f.o f,o f=! = f,. Par la question 4, il vient ffo(a) = fa- Comme f, est
un endomorphisme orthogonal et comme a est unitaire, f,(c) = b est unitaire et par la question précédente, on a

a==xb=+1f,(c) ==%x(c—2{c,a)a)

Les vecteurs a et ¢ sont liés et de norme 1. Donc a = +c.
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EXERCICE 9
On considére R™ (n > 2) muni de sa base canonique et du produit scalaire canonique noté ( , ). On désigne par ||| la
norme associée. Soient u et v deux vecteurs de R", on note u ® v 'endomorphisme défini sur R™ par :
(u®v)(x) = (x,v)u.
1)a) Soient u, v deux vecteurs non nuls de R™; quelle est I'image de ’endomorphisme u ® v ? Trouver les valeurs propres
et les sous espaces propres de u ® v. Quand est-il diagonalisable ?
b) Prouver que :  (u1 ® v1) 0 (u2 @ v2) = (ug,v1)(u @ v2) ol ug v1,ug,v2 € R™.
c) Soit A un réel qui n’est pas une valeur propre de u ® v ; montrer que 'inverse de ’endomorphisme A\d — u ® v est
donné par

Ad — ol 1
R A U T R

d) On note ¢ f I’adjoint de I'endomorphisme f, il est determiné par I’égalité

(f(z),y) = (=, f (y))

valable pour tout couple (z,y) € R™.
Soient (u,v) € R™ . Quel est 'adjoint de 'endomorphisme v ® v ?

e) Soient uy,v1,ug, va quatre vecteurs de R™ ; sous quelles conditions a-t-on u; @ v1 = ug @ vy 7

2) Soient g un endomorphisme de R™ et u,v deux vecteurs non nuls de R™. Montrer que g commute avec u ® v si et
seulement si il existe un réel a tel que g(u) = au et ‘g(v) = av.

1 1
3) On se place dans l'espace euclidien R? et on considére les vecteurs u = | 1 | etv= | 0
1 0

Déterminer les matrices des endomorphismes qui commutent avec u®wv. Quel est la dimension de cet espace vectoriel ?

Solution :
1)a) Posons f = u ® v. Il est clair que I'image de f est la droite engendrée par le vecteur u. On voit immédiatement que
0 est valeur propre de f et que Ker f est I’hyperplan (Vect(v))L.
Comme tout vecteur propre associé a une valeur propre non nulle appartient a Zmf, il suffit d’examiner u. Or
fw) = (u,v)u; donc A = (u,v) est valeur propre de f.
e si u est orthogonal a v, la seule valeur propre de f est 0. Comme f # 0, 'endomorphisme f n’est pas diagonalisable
(en revanche f2 = 0).
e si u n’est pas orthogonal & v, f admet deux valeurs propres (0 et A) et la somme des dimensions des sous—espaces
propres est égale a la dimension de FE ; I’endomorphisme f est diagonalisable.
b) Soit x € R™
(ug ® v1) o (UQ ® ’Uz)(l‘) = (1 ® U1)(<.’I}, v2>u2)
= (ug, v1).(x, vo)ur = (ug,v1)(u1 ® vo)(x)
c) Le scalaire A n’étant pas valeur propre de f, on sait que A # 0 et que A # (u, v). L’endomorphisme proposé est donc
bien défini.
Il suffit ensuite de faire le produit de AI — u ® v par 'endomorphisme proposé dans cette question, et d’utiliser la
question précédente pour obtenir le résultat demandé.
d) Soit z,y € R™
(uv)(2),y) = (z,(u@v)(y)) = (y,v).(z,u)
= (v,y)(z,u) = (v © u)(2),y)
Donc (u®v)T =v®@u.
e) Si uy ou vy est nul et si ug ou vy est nul, alors u; ® v = us ® vy.
Supposons qu’aucun de ces quatre vecteurs ne soit nul. L’équation u; ® v1 = us ® ve, s’écrit, pour tout x € R”
(2, uz)vg = (T, u1)vy
Avec x = uy # 0, il s’ensuit que les vecteurs (v, v2) sont liés (v2 = Bvy). En passant au transposé, la méme méthode
montre que les vecteurs (u1,us) sont liés (ug = auy), et af = 1.
Réciproquement, si vy = (v, us = aui, et af = 1, on montre immédiatement que pour tout x € R",
(@, uz)ve = (x,u1)v1.
2)  On remarque que :
gw)@v=go(uev)=(uev)jog=u®g"(v)
En utilisant la question précédente, il existe un réel « tel que g(u) = au et g7 (v) = awv. Cette condition est également
suffisante.
3) Si M est la matrice associée a v, en utilisant la question précédente, il vient :
a 0 0
M=|as by a—(az+by)
as by «a—(az+bs3)
Le commutant de u ® v est donc de dimension 5.



EXERCICE 10

1) Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Un sous—espace vectoriel F' de E est dit stable par f si f(F) C F.
Montrer que tout sous—espace propre de f est stable par f. A t—on la réciproque 7 Qu’en est—il si la dimension de F’
est égale a 17

2) Soit (E,(, )) un espace euclidien muni d’une base orthonormée B. Soit f un endomorphisme de E de matrice A
dans la base B et g un endomorphisme de E de matrice AT (transposée de A) dans la base B.

a) Vérifier que pour tout (z,y) € E2, (g9(y),z) = (y, f(x)).

b) Soit F un sous-espace de E. Montrer que F est stable par f si et seulement si 'orthogonal de F', noté F-, est stable
par g.

2 1 1

1 2 1

0 0 3

a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

3) Soit f I'endomorphisme de R® défini par sa matrice A = dans la base canonique de R3.

b) En discutant suivant leur dimension, déterminer les sous—espaces F' de E stables par f.

c) Montrer que I'un des plans stables obtenus est Ker(f — 3idg)?. Quel est autre ?

Solution :

1) Si z est un vecteur propre de f associé & la valeur propre A, alors f(z) = Az. Tout sous—espace propre est donc
clairement stable par f.
La réciproque est fausse. Par exemple si E = R?® muni d’une base (ej,ea,e3), et si f est défini par f(e;) = ie;.
l’endomorphisme f admet trois sous—espaces propres, et le plan Vect(eq,es) est stable par f et n’est pas un sous—
espace propre.
En revanche si F est stable par f et de dimension 1, F' est engendré par un vecteur e qui vérifie (par stabilité et
dimension) f(e) = Ae. Ainsi F' est une droite propre.

2)a) L’écriture matricielle des endomorphismes dans un espace euclidien donne :

(9(y),2) = (ATY)TX = YTAX = (y, f(2))
b) Soit y € F+ et € F, avec F stable par f. On a alors f(x) € F et :
0=(y, f(2)) = (9(y),2), d'ott g(y) € F*

On a la réciproque puisque (F*)+ = F.

¢) Un calcul élémentaire donne les valeurs propres de f qui sont 1,3 ainsi que les sous—espaces propres associés qui sont

1 1
FEs=Vect | 1|, FE; =Vect | —1
0 0

La somme des dimensions des sous—espaces propres étant 2 # 3, ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.
d) L’endomorphisme f admet deux sous—espaces stables «triviaux» {0} et E.
Les sous—espaces stables de dimension 1 sont les droites engendrées par un vecteur propre, soit E; et Fs.

Soit F' un plan stable. Alors F* est une droite stable par g. Les valeurs propres de g sont celle de f, et les sous-espaces
propres sont

0 1
Gs=Vect [ 0], G1=Vect [ —1
1 0

Ainsi f admet deux plans stables G- d’équation z — y = 0 et G5 d’équation z = 0
e) On calcule (A — 3I)2. 1l vient :

2 =20
B=|-2 2 0
0 0 0

Donc Ker(f — 3I)? est le plan d’équation z — y = 0 soit Gi. L’autre plan stable, G5 n’est autre que E; @ Ej.
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EXERCICE 11
Dans cet exercice, toutes les matrices considérées (M, N, P, etc.) sont des matrices d’ordre n (n > 2) a coeflicients réels,
c’est-a-dire des éléments de M, (R).
1) Soit N une telle matrice.
a) Montrer que les éléments diagonaux de N'N sont positifs.
b) Montrer que N*N est symétrique et a toutes ses valeurs propres réelles positives.

2) Montrer que si une matrice M est diagonalisable, alors elle est semblable & sa transposée M, avec une matrice de
passage symétrique et dont toutes les valeurs propres sont positives.

3) Soit M une matrice, telle qu'’il existe une matrice symétrique P dont toutes les valeurs propres positives, vérifiant
M = P'MP~!.
a) Justifier qu’il existe une matrice @ inversible telle que P = Q*Q,
b) Montrer qu’alors Q=M Q est symétrique, et en déduire que M est diagonalisable.

4)  Quel résultat vient-on de démontrer ?

Solution :
1)a) Si N = (a;;)1<i,j<n, un calcul immédiat permet d’affirmer que les éléments diagonaux de N7 N sont les nombres
n
> aik qui sont bien positifs ou nuls.
k=1
b) La matrice NN7 est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base orthonormée.

Il existe donc une matrice D diagonale réelle, une matrice P orthogonale telles que D = PNNTPT = (PN)(PN)T.
Les éléments de D (tous diagonaux) sont ainsi positifs. La matrice NNT a toutes ses valeurs propres positives.

2) Supposons la matrice M diagonalisable. Il existe une matrice D diagonale, une matrice P inversible telles que
M = PDP~!. Alors

MT = (P~YH)TDPT, dott D = PTMT(P~H)T
D’ou
M = pPPT MT (PPT)~!

Ainsi, la matrice M est semblable & sa transposée, la matrice de passage étant symétrique avec ses valeurs propres
positives.

3)a) La matrice P est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base orthonormée. Il existe une matrice D diagonale,
une matrice P; orthogonale telles que

P =P DPF
Les éléments de D sont positifs ou nuls. Soit A la matrice diagonale dont les éléments sont les racines carrées
(positives) des éléments de D. On a A% = D, et
P =P AAPI =QQT
b) On peut donc écrire

M =QQ"MT(Q)"Q
QIMQ=Q"M(Q )" = (Q'MQ)"

Ainsi, la matrice Q' MQ est symétrique, réelle, et donc diagonalisable : il existe une matrice diagonale D;, une
matrice inversible @ telles que Q"' MQ = QlDlQl_l, et
M =QQ:1D:Q7'Q!

ce qui signifie que la matrice M est diagonalisable.

ou

4) On vient de démontrer le résultat suivant :

Une matrice réelle M est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a sa transposée, avec une matrice de
passage symétrique, réelle; a valeurs propres positives.
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EXERCICE 12
Soit E un espace vectoriel euclidien et u un endomorphisme orthogonal (c’est-a-dire tel que V(z,y) € E?, (u(z), u(y)) =
(x,y)). On pose v = Id — u o Id est 'application identique de E.
1) Montrer que Zmuv et Kerv sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux et supplémentaires.
2)  Vérifier que Vk € N*, v est un endomorphisme orthogonal de E.
3) Pour tout n € N* on pose f,, = %(Id +u+u?+---+u""!) et Pon considere p, la projection orthogonale de E sur
Kerwv.

a) Soit # € E. En écrivant, apres justification, x sous la forme = y + z olt y € Kerv et z € Zmwv, montrer que :

n—1
fal@) =y+ L5 (2.
k=0
b) Montrer qu’il existe ¢t € E tel que : f,(z) =y + %(t —u"(t)).
c) En déduire que 115[_1 | fr(x) —p(z)]| = 0.

Solution :
1) Soit z € Kerv et y € Zmw. On sait que x = u(z) et qu’il existe z € F tel que y = z — u(z). On peut ainsi écrire :
(o, y) = (@, — u(2)) = (@,2) — (&, u(2))
— (2,2) — (u(@), u(2)) = (z,2) — (2, 2) = 0
On vient de montrer que Kerv C (Zmw)=*.
Or, le théoreme du rang et le théoreme sur la dimension de 'orthogonal :
dim E = dim Ker v 4+ dim Zmw, dim E = dim Zmwv + dim(Zmw)~*
entrainent que dim Ker v = dim(Zmwv)~. Finalement :
Kerv = (Zmv)*
2) Cette question évidente, se traite par récurrence.
3)a) On a montré que
E = (ZImv)t @ Imv = Kerv ® Imy
Aussi, pour tout € E, il existe un unique couple (y, z) € Kerv x Imuv tel que z =y + 2.

Donc fr(x) = fu(y) + fu(2). Or y € Kerv entraine que u(y) = y et par une récurrence immédiate, on voit que pour
tout k € N,u*(y) =y, donc que f,(y) = y. Finalement :

n—1
fale) =y+ 5 X wb(2)
b) Comme z € Imw, il existe t € E tel que z = t — u(t). Ainsi, pour tout k € N, u*(2) = u*(t) — u**1(¢), et :

LS k() = Lt —urt))
k=0

¢) On sait que y = p(z). Donc
2J¢]]

(el + ") < =+

[fn(2) = p(2)] <

1
n
Et lim_|fa(z) - p()] = 0.

n—-+00
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EXERCICE 13

1) Soit T lapplication définie sur R & valeurs dans My (R) par :
cosf) —sind
T:0— M(9) = (sin@ cos @ >

a) Vérifier que pour tout (6,60") € R?, on a M (6 + 6') = M (0)xM(¢').

En déduire Uexpression de M (p 6), lorsque p € N.

0 -1
Plus généralement, pour tout p € N*, déterminer une matrice 4, € My(R) telle que AD = —1.

b) Déterminer une matrice A € Mz (R) telle que A2 = (1 0 > = 1.

2) Soit n un entier naturel non nul, £ = R, [X] lespace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n.
Soit f I'application définie sur E par : f: P+— f(P)=(1+ X?)P"(X) - 2XP'(X).
ot P’ et P"” désignent respectivement les polynémes dérivés de P et de P’.
a) Vérifier que f est un endomorphisme de E.
b) Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est—il diagonalisable ?
c¢) Déterminer, par exemple par sa matrice dans une base appropriée, un endomorphisme g de E tel que g> = gog = f.
d) Plus généralement, pour p € N,p > 2, existe-il un endomorphisme h de E tel que h? = f 7
Solution :
1)a) Par les formules d’addition des fonctions trigonométriques, il vient :
cosf) —sind cos —siné’ cos(f+6') —sin(6+6)
(sinﬂ cos 6 ) 8 <sin0’ cos @’ ) - (sin(@ +6")  cos(6+6) )
et par une récurrence immédiate, pour tout p € N :
M(ph) = MP(0)
b) La matrice A = M (w/2) vérifie A*> = M(m) = —I, et de méme la matrice A, = M(r/p) vérifie AD = MP(r/p) =
M(m) = —I, pour tout p > 2.
2)a) L’application f est un endomorphisme de R, [X] par linéarité de la dérivation, et parce que deg f(P) < n.
b) Calculons I'image de la base canonique de R, [X] par f. Il vient, pour tout & € [0,n] :
fXF) =k(k—3)X* + k(k —1)Xk2
La matrice associée & f dans cette base est donc triangulaire supérieure, avec sur sa diagonale :
{0,-2,-2,0,4,...,k(k—=3),...,n(n—3)}
Les valeurs propres de f sont ces éléments diagonaux. Ainsi
e 0 est valeur propre, et Ker f = Vect(1, X? + 3X).
e —2 est valeur propre, et Ker(f + 2I) = Vect(X, X2 — 1).

e les (n — 1) autres valeurs propres «n’apparaaccent” 5Eissent » qu’une fois et les sous—espaces propres associés sont,
comme toujours, au moins de dimension 1.

En utilisant le théoreme sur la somme des dimensions des sous—espaces propres, on montre ainsi que I’endomorphisme
f est diagonalisable.

c) Dans une base de vecteurs propres, la matrice associée a f s’écrit :
diag(0,0,—-2,-2,4,... . k(k—3),...,n(n—3))
La matrice associée a g répondant a la question est alors une matrice bloc diagonale, les deux premiers blocs étant
formé de deux matrices d’ordre 2, les autres étant scalaires, de la forme

(0)
(V24)
(k- 3)

n(n — 3)
avec k > 4. (Tous les autres éléments de cette matrice sont nuls).

d) De méme, la matrice associée & g répondant & la question est alors une matrice bloc diagonale, les deux premiers
blocs étant formés de deux matrices d’ordre 2, les autres étant scalaires, de la forme

(0)
(V24,)

k(k — 3)

n(n —3)
avec k > 4. (Tous les autres éléments de cette matrice sont nuls).
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EXERCICE 14
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note E I'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R, F' I'espace
vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
Pour tout f de E, on note T'(f) 'application de R dans lui-méme définie par :
r+1
VwGR,T(f)(x):/ f)de
x—1
1) On pose pour tout = € R,
x  pourz € [0,1]
gz)=q2-x pourze[l,2
0 sinon
Déterminer T'(g).
2)a) Montrer que pour tout f € E, T(f) est de classe C* et déterminer sa dérivée.
b) Justifier rapidement que lon peut choisir 'ensemble d’arrivée pour que T' soit un endomorphisme de E. Est-il
injectif 7 surjectif 7 bijectif 7
3)a) Montrer que 'on peut restreindre ’ensemble de départ et celui d’arrivée a F' et que I’endomorphisme ainsi obtenu
est un automorphisme de F'.
b) Est-il diagonalisable ?
4) Montrer que si f est bornée, il en est de méme de T'(f) et qu’il existe alors une constante k telle que :

V(x,y) € R, |IT(f)(x) = T(f)(y)| < klz -y

Solution :
1) On remarque que la fonction g est continue sur R. Il vient
esiz < —1, Tf(x)=0.
z+1 2
osi 71<x<0,Tf(x):/ tar = @I
0
z+1 (l’ o 1>2
S0<z <1, Tf(ac)z/ tdt+/ @-tya-1- @1,
0 1

1
1

2 2
tdt+/ (2—t)dt:1—<x_T1).
1

Sil<x<2,Tf(x):/

r—1

si2

v <3, Tf(:v):/z (2 - tyar = 2531
5 Tf@) =0,
2)a) La fonction f étant continue, si F' désigne une primitive de f, alors
T(f)(z)=F(zx+1)— F(z—1).
Ainsi T'(f) est de classe C!. Par le théoreme fondamental du calcul intégral T'(f)'(z) = f(z + 1) — f(x — 1).
b) Pour tout f € E,T(f) € E.

* L’application linéaire T n’est pas injective. Par exemple si f : z + sin(nz), T(f)(z) = 0.

<
six >

x L’application linéaire T n’est pas surjective, puisque si f est continue alors T'(f) est de classe O et qu’il existe
dans E des fonctions qui ne sont pas de classe C! (par exemple la fonction valeur absolue).

3)a) Si f(x) = i apz®, alors :
k=0

S
~—
~
S~—
—

8
S~—"

Il
]z

Ak (x+1)k+1 -3 ak (z — 1)k+1
k=0

= k+1 k+1
_ = ag k+1 _ _ 1\k+1
= 3 gl + D - @ - )
Donc T(f) est un polynéme de degré inférieur ou égal a n, car

(x+ D — (2 - D =2k + D)2k +-- .
La méme démonstration montre que 7' est bijectif puisque deg(7(X*)) = k, pour tout k € [0,n].

b) La matrice de T' dans la base canonique de F' est triangulaire, et les éléments de la diagonale sont tous égaux a 2.
L’endomorphisme 7' n’admet qu’une seule valeur propre (a savoir 2) et n’est donc pas diagonalisable, puisque T
n’est pas 'homothétie de rapport 2.

4) Utilisons 'inégalité des accroissements finis
T()(@) =T(HI < [Fle+1) = Fly + D[+ [Fle=1) = F(y = 1)]
<sup |f[|z =yl +sup |fl.|z —y| = 2sup | f])|z — |
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EXERCICE 15

aq 1 1
Soit n € N* et A = 1 € M, (R). L’objet de cet exercice est de chercher une solution approchée de
: . -1
1 - 1 ap
b1
I'équation AY = Bou B= | : | est une matrice colonne fixée. On suppose que pour tout ¢ € {1,...,n},|a;| >n —1.
bn
T
1) Soit X € M;,1(R) telle que AX = 0, on pose X = - |. Montrer que X = 0, en déduire que A est inversible.
Tn
(On pourra écrire le systéme AX = 0 et utiliser une ligne L; ou j est tel que |z;| = max |z;]).
<isn
Y1
2)a) Montrer que I’équation AY = B admet une solution et une seule que l'on notera ¥ = | :
Yn
0 1 - 1
On pose M = 1 | et D= A — M. Montrer queY = —-D"'MY + D 'B.
|
1 ... 1 0

b) On définit la suite de vecteurs (X,,) par : Xo € M,, 1(R) et pour tout m € N, X,, .1 = —D"'MX,, + D™'B.
Exprimer X,, 11 — Y en fonction de D, M et X,, — Y.

'
c) On pose X,,, = | : | et on définit la suite (u,,) par: Vm € N*| u,, = max |2 — ;).
: <ign
Ty
Montrer que pour tout m € N, on a w41 < @7_1um.
min |a|
1<i<n
d) En déduire la convergence la suite (X,,,) vers Y (c’est-a-dire, la convergence de la suite (z}*) vers y; pour tout ¢
dans {1,...,n}).
Solution :

a1z +22+ - +x, =0

) ) Ty +axs+---+x, =0
1) L’équation AX = 0 s’écrit : )

1+ T2+ +apTy, =0
Supposons X # 0. Soit alors j tel que |z;| = max |z;|. En utilisant la j—eme ligne, il vient :
<i<n

ajlley = | Sl < Slaal et oyl < 2 2l <no
i7j 7] i# 171
en contradiction avec ’hypothese. Donc X = 0.
Le noyau de la matrice carrée A étant réduit a {0}, A est inversible.

2)a) Comme A est inversible, Y = A7 B est I'unique solution de '’équation AY = B.

La matrice D est inversible, car aucun des a; n’est nul.

Posons Z = —D~'MY + D~!'B. Alors :

DZ=-MY+B=(-M+A)Y =DY,donc Z =Y
b) On sait que
Xmi1=-D"'MX,, + D7 'B
{ Y=-D'MY+D'B
Par soustraction X,,,y1 — Y = —-D'M(X,, —Y).

0 1/ ... 1/ay x}"“—yl:—a% > (@ — i)
1/az 0 ... 1/ay 71
c) Par calcul immédiat : —D~'M = . ) . Ainsi :
: K : m+1 _ 7L m o .
1/a, 1/an, ... 0 T T Yn = ;(w Yi)
m+1 _

Pour tout i € [1,n] : |z

1 . _
i yil < ﬁ(n — 1), et en posant @ = min |a;| : Uy < o 1um.
a; 7
d) Par une itération immédiate, pour tout n > 1 :
—_ m
0 < upm < (1) Mg

Comme a >n —1, il vient lim wu, =0, c’est-a-dire lim " =uy;.
m— 00 m— 00
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EXERCICE 16

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On appelle projecteur de E tout endomorphisme f de E vérifiant fof = f.
1) Montrer que f est un projecteur si et seulement s’il existe A, B sous—espaces vectoriels de E tels que
i)E=A®B
W) Ve e A, f(z)=0
iii) Yo € B, f(z) = .
2) Soient f et g deux projecteurs de E.
a) Montrer que f et g sont deux projecteurs tels que Zmjf = Imyg si et seulement si fog=get go f = f.
b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f et g soient deux projecteurs de méme noyau.
3) Soient f,g deux projecteurs de E. On suppose que f o g = go f. Montrer que :
E=(ZImfNnImg)® (ImfNnKerg)® (Ker f NImg)® (Ker f NKerg)
Que peut—on dire de fog?

Solution :
1) On sait, par le cours, que si f est un projecteur de E, alors £l = Ker f ®@ Zmf, et que fizp,5 = Id, fikery = 0.
Réciproquement, si les points i), ii), iii) sont vérifiés, f est le projecteur sur B parallelement a A.
2)a) Si f, g sont deux projecteurs de E tels que Zmf = Imyg, alors pour tout = € E, f(g(z)) = g(z) et g(f(z)) = f(z),
puisque f‘Imf =1d, 9 Tmg = Id.
Réciproquement, supposons que f, g soient deux projecteurs de E tels que fog=get go f = f. Alors :
flx)eImf = f(x)= g(f(a:)) € Img, et
g9(x) € Img = g(x) = f(g9(z)) € Imf.
b) Supposons que f, g sont deux projecteurs de E tels que Ker f = Kerg. Alors :
siz € Kerg, f(g(z)) = f(0)=0
six € Img, g(z) =z et f(g9(x)) = f(x).
Donc fog = f. Pour des raisons de symétrie des roles de f et g, on a également go f = g.
Réciproquement, si f et g sont deux projecteurs de E tels que fog= f et go f =g, alors :
zeKerf = g(z)= g(f(x)) =0 = z€Kerg
reKerg = f(z)=f(9(x)) =0 = =z €Kerf.
3) Onsait que £ =Zmf ® Ker f. Comme f o g = go f, I'application linéaire g laisse stable Zmf et § = gz est un
endomorphisme de Zmf. L’endomorphisme g reste un projecteur de Zmf (puisque g l’est). Donc :
Imf=Kerg®dImyg
Or, de facon immédiate
Kerg =KergnNZImf
{ Img=ImgnNImf
Donc Imf = (Imf NKerg) ® (Imf NImyg).
De méme, comme fog = go f, I'application linéaire g laisse stable Ker f et § = g|ker s est un endomorphisme de
Ker f. L’endomorphisme g reste un projecteur de Zmf (puisque g 'est). Donc
Ker f = Kerg & Zmg
Or, de facon immédiate
Kerg = Ker g N Ker f
{ Img = ImgnNKer f
Donc Ker f = (Ker f NKer g) @ (Zmg N Ker f).
Comme fog=gof, (fog)?= fog,et fogestun projecteur de E. De plus
(f o) izmsnzmg = 1d, (f © g)|Ker frKerg = 0,
{ (f o) izmgrkerf = 0,(f ©9)jzmsnKerg =0
Ainsi, fog est le projecteur sur Zm fNZmg parallelement a la somme directe des trois autres sous-espaces vectoriels.
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EXERCICE 17

Soient f et g deux endomorphismes de C? tels que fog = go f. On notera A et B les matrices respectives de f et g dans
la base canonique de C2.

1) On suppose dans cette question que f admet deux valeurs propres distinctes A # Ao.

a) Montrer que chaque sous espace propre de f est stable par g. En déduire que f et g sont diagonalisables dans une

méme base.
A O _)\1+/\2 1 0 +)\1—/\2 1 0
0 X)) 2 0 1 2 0 —1

En déduire qu’il existe deux polynémes P; et P; et une matrice K € M3(C) tels que : A = Pi(K), B = P3(K).

2) On suppose maintenant que f et g n’admettent chacun qu’une seule valeur propre.

b) Montrer qu’on peut écrire :

a) Montrer que f et g ont un vecteur propre commun que ’on notera e .

b) Montrer qu’il existe une base (e1, ez) de C? telle que dans cette base, les matrices respectives de f et g soient de la

forme : \ 5
a 0
(o %)= (5 7)

¢) En déduire qu’il existe deux polynémes P et @ et une matrice K € Ms(C) tels que : A = Pi(K), B = Py(K).

Solution :
1)a) Soit = € E tel que f(z) = Az. Alors :
Ag(z) = g(f(x)) = f(g9(x))
Si g(z) = 0, g(x) appartient au sous—espace propre de f associé & la valeur propre A. Si g(z) # 0, ce vecteur est
vecteur propre de f associé a la valeur propre .
Si f est diagonalisable, alors C2 = E; @ F,, chaque sous—espace propre E; étant de dimension 1. L’endomorphisme
g laissant stable chaque E;, si x € E;, alors g(x) = p;x. Les deux sous—espaces propres de f sont donc sous—espaces

propres de g (associés & des valeurs propres différentes). Les endomorphismes f et g sont diagonalisables dans une
méme base.

b) L’égalité matricielle demandée se vérifie immédiatement. Les matrices A et B étant diagonalisables dans une méme
base, il existe une matrice de passage P (inversible), deux matrices diagonales D, A telles que :

a=pppi=p( V) ppopaptop(f V) po
0 )\2 0 N’Q
En utilisant ’égalité précédente, on peut écrire :

D:/\1-5)\21_1_)\15/\2J;A:M1‘5M2I+M1;N2J

et, en posant :
K = PIP~' P(X) = AbAe o Mo e py(x) = MLpHe 4 oy

on obtient le résultat demandé.

2)a) Comme on travaille sur C?, f admet au moins une valeur propre \.
Si la dimension du sous—espace propre associé est égale a 2, alors f est diagonalisable et f = AId; donc f et g ont
un vecteur propre en commun, puisque tous les vecteurs non nuls de F sont vecteurs propres de f.

Si la dimension du sous—espace propre associé est égale a 1, soit e; un vecteur propre associé (base du sous—espace
propre). Alors :

Ag(er) = g(f(e1)) = f(g(er))
Done, g(e1) € Ker(f — Aid) = Vect(ey) et il existe u € C tel que g(e1) = per et f et g ont un vecteur propre en
commaun.

b) Soit B = (e1, e2) une base de C? (le vecteur e; est celui trouvé précédemment). Dans cette base, les matrices associées
N b
a f et g sont de la forme (8 c)'

Mais, les endomorphismes f et g n’ayant qu’une seule valeur propre, ces matrices sont de la forme :

(G0 o)

A« 01
c) Comme <0 )\>)\I+a<0 0)AI+0¢N,

en posant K = PNP~!, ou P est la matrice de passage de la base canonique de C? & la base B, et

on obtient le résultat demandé.
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EXERCICE 18
Soit n un entier naturel non nul. On note R,,[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal a n.
Soit a un réel fixé. Soit u 'application définie sur R, [X] par :
2
¥ P € Ry [X],u(P)(X) = P(a) + XP'(a) + &= P"(a) + X*P"(X).
1) Montrer que 'on définit ainsi un endomorphisme de R, [X].
2) Cet endomorphisme est-il inversible ?
3)a) Déterminer la matrice de u relativement a la base canonique de R, [X].

b) Déterminer les valeurs propres de w ainsi que la dimension des sous—espaces propres associés. L’endomorphisme u
est—il diagonalisable ?

Solution :

1) L’application u est clairement linéaire par linéarité de la dérivation.
e Sin =1, alors u(P)(X) = P(a) + XP'(a) € Ry [X].
e Sin =2, alors u(P)(X) = P(a) + XP'(a) + %XQP”(a) € Ry[X].
e Sin >3, alors deg(X3P"(X) = deg P(X) et u € L(R,[X]).
Dans tous les cas u est un endomorphisme de R, [X].

2) Soit P € Keru.
e Sideg P < 2, alors u(P) = P(a) + XP'(a) + %XZP”(a) = 0 entraine que l'on a : P(a) = P'(a) = P"(a) =0, donc
que P =0.
e si deg P > 3, alors
u(P) = P(a) + XP'(a) + $X2P"(a) + X3P"(X) = Pi(X) + X*P"(X) = 0.
avec deg P; < 2 et deg(X3P"(X) > 3. Donc P, = 0 et P""(X) = 0. Cela entraine que P est de degré inférieur ou
égal a 2 ce qui est contraire a 'hypothese. Ce cas est donc impossible.
Ainsi Keru = {0} et u est injectif, donc inversible.

3)a) On cherche la matrice M associée a u dans la base canonique de R, [X].

Comme :
u(l) =1
uX)=a+X
uw(X?) =a®+2aX + X?
u(X

3)=a®+3a’°X +3aX? +6X3

(n

w(X") =a" + na""1X 4 =2 27 L) gn—2y2 +n(n—1)(n—2)X"

la matrice recherchée est triangulaire supérieure. Les valeurs propres de u sont ses éléments diagonaux, soit :
{1,6,24,...,n(n—1)(n —2)}

(si n < 3, seule subsiste la valeur propre 1).

b) x Supposons n < 3. Alors 1 est la seule valeur propre et u est diagonalisable si et seulement si v = id, ce qui se
produit lorsque a = 0.

* Supposons n > 3.

Pour k € [3,n], par échelonnement, la matrice M —k(k —1)(k—2)I est de rang n+1—1, donc le sous-espace propre
associé a la valeur propre k(k — 1)(k — 2) est de dimension 1.

Par conséquent ’endomorphisme u sera diagonalisable si et seulement si le sous- espace propre E; associé a la valeur
propre 1 est de dimension 3.

n
Soit P = " ax X" et supposons P au moins de degré 3. Alors u(P) = P si et seulement si :
k=0

2 n
P(a) + XP'(a) + &= P"(a) + X*P"(X) = ag + a1 X + a2 X%+ Y. ax X"
k=3

En regardant les coefficients dominants de cette égalité (a,, # 0), il vient :
n(n —1)(n — 2)a, = an, soit n(n —1)(n —2) =1
Ceci n’est pas possible. Donc P € B} = degP <2 et P(X) = aX?+ 38X ++. On écrit alors P(a) + X P'(a) +
XTzP”(a) = aX?+ X + et il vient :
2cca =0
{ aa® + Ba =0

e Sia =0, alors E; = Ry[X] qui est de dimension 3 et u est diagonalisable.

e Sia+#0,alors a=0=0et B} =Ry[X] qui est de dimension 1 et u n’est pas diagonalisable.
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EXERCICE 19

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, f un endomorphisme de E et I I’endomorphisme identité de E.
Soit a un réel donné non nul.

Si

k € N, on notera f* I’endomorphisme de E défini par récurrence par f0 = I, f¥ = fo fk=1.

On suppose que f vérifie les hypotheses suivantes :

1)
2)

f#al frt#0,f* o (f—al)=0
{Vke [0,n—2], ffo(f—al)#0
Montrer que les valeurs propres de f sont 0 et a.
a) Montrer que Ker(f"~!) et Ker(f — al) sont supplémentaires dans FE.
b) Montrer qu’il en est de méme pour Ker(f"~1) et Zm(fm1).
c) Montrer que : Ker f C Ker f2C--- CKer fP C---
d) Montrer qu'il existe un entier naturel p, avec p < n, tel que Ker f? = Ker fP*1.
e) Montrer qu’alors pour tout j > 1, on a Ker(f?) = Ker(fP+7).
f) Montrer que l'on a également Zm fP = ImfP*! et pour tout j > 1, on a Zm(fP) = Im(fP7).
g) Montrer qu’alors Ker(f?) et Zm( f?) sont supplémentaires dans E, et qu’il en est de méme pour Ker(f?) et Ker(f—al).
h) En déduire la valeur de p.

Solution :

1)

2)

Ona: f*lo(f—al)=0.

Si a n’est pas valeur propre de f, alors f — al est inversible, et f»~! = 0 en contradiction avec ’hypothese. Il existe
donc z # 0 tel que (f —al)(x) =0 et a est valeur propre de f.

De méme si 0 n’est pas valeur propre de f, 'endomorphisme f, donc f*~! est inversible et f—al = 0, en contradiction
avec I’hypothese.

Finalement, on vient de montrer que 0 et a sont valeurs propres de f.

Réciproquement s'il existe x # 0 tel que f(x) = Az, alors 0 = f" Lo (f —al)(x) = A"} (A —a)x et X € {0,a}.
a) Soit x € Ker f*~ ! NKer(f —al). Alors : f*~!(z) =0, f(x) = az.
Donc f*Y(z) = a" 1z =0 et x = 0, soit Ker f*~! NKer(f — al) = {0}.
Comme " Yo (f—al)=(f—al)o fr~1 =0, il vient :
Imfr—t C Ker(f —al)
Par le théoreme du rang, on obtient ainsi :
n — dim Ker f*~! < dim Ker(f — al), soit dim Ker f*~! 4+ dim Ker(f —al) > n
D’oil, la somme étant directe :  dim(Ker f*~! +Ker(f —al)) = dim Ker f*~! +dim Ker(f —al) > n ce qui entraine
dim(Ker f*~! + Ker(f — al)) = n, et donc :
E =Ker f*=t @ Ker(f — al).
b) On sait déja que Zmf"~! C Ker(f — al). Le théoréme sur les dimensions et 1’égalité de la question précédente
montrent que Zmf"~! = Ker(f — al).
c) Les inclusions demandées se démontrent immédiatement.

d) La suite (dim(Ker f7));>1 est une suite croissante d’entiers naturels majorée par n = dim E. Elle converge, et comme
ce sont des entiers, elle est stationnaire.

Soit p le premier entier tel que dim Ker fP = dim Ker fP*1.
L’inclusion Ker 7 C Ker fP*! entraine que Ker fP? = Ker fP+1.
e) Soit € Ker fP2. Alors :
0= fP*2(z) = fPT(f(z)), dou f(x) € Ker fPT! = Ker fP et
fP(f(x)) = fPT(z) =0, donc = € Ker fPH1.
On vient donc de montrer que Ker f? = Ker fP*! = Ker fP*! = Ker fP2.
f) 1l est immédiat que :  Imf D2 Imf22D---DImfi D--.
Si Ker fP = Ker fP*!, le théoreme du rang et les inclusions précédentes montrent que ZmfP? = ImfP+! et de méme
que ImfPtt = Imfr+2.
g) Soit z € Ker fPNZmfP. Alors fP(x) =0 et il existe y € E tel que z = fP(y). Donc :
0=fP(z) = f(y) = yeKerfP=Kerfl = z=["(y)=0
Ainsi Ker fP NZmfP = {0} et on sait alors (par le théoréme du rang) que
E =Ker fP ¢ Imf?
Par la définition de p et la question 2. b) , on sait que p < n — 1. Par les questions 3. c), 3. d) et par le fait que
Imfr=—! = Ker(f — al), il vient :
E =Ker f? ® Ker(f —al)
h) Si p <n—2, on sait que fPo (f —al)#0. Or E = Ker fP ® Ker(f — al) entraine que fPo (f —al) =0.
En effet, pour tout z € E il existe un unique couple (x1,z2) € Ker f? x Ker(f — al) tel que x = a1 + x5 et :
fro(f—al)(zx) = fPo(f—al)(z1+a2)
= (f —al)(f*(x1)) + fP((f — al)(z2)) = 0.
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EXERCICE 20

b 1-0b
a) Etudier l'inversibilité de M, p et calculer son inverse lorsqu’elle existe.

b) La matrice M, ; est—elle diagonalisable ?

1) Pour tout (a,b) € [0,1]%, on pose M, = (a 1- a).

Pour n € N*, on note
n
o S, 'ensemble des matrices A = (a; ;) € M, (R) telles que, pour tout ¢ € [1,n], > a;; = 1.
j=1

e S T'ensemble des matrices de S, & coefficients positifs ou nuls.
e J, la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients valent 1.
2)a) Soit A € M, (R). Montrer que A € S, si et seulement AJ,, = J,.

b) Vérifier que S,, est stable pour la multiplication (c’est—a—dire que le produit de deux éléments de S, est un élément
de S,).

c) Soit A € S,, inversible. Montrer que A~! € S,,.
d) Vérifier que S, est stable pour la multiplication. Soit A € S;F inversible. A-t-on A= € S§;F ?

3) Soit o une permutation de {1,2,...,n}. Soit B = (e, ea,...,e,) la base canonique de R™ et f, ’endomorphisme de
R™ défini , pour tout i € [1,n], par fy(e;) = €y(;)-

a) Quelle est la matrice M, de f, dans la base B ? Vérifier que M, € S;T.

b) Justifier que M,, est inversible et déterminer son inverse en fonction de o. Vérifier que M, 1 € S,
4) Soit A € S;F inversible telle que A™! € S;. On note A~ = (b; ;) 1<i,j<n-

a) Montrer que pour tout (,7,k) € [1,n]*> ona: (i #j) = b;rax; = 0.

b) En déduire que chaque colonne de A contient un unique élément non nul.

¢) En déduire qu’il existe une permutation o de {1,2,...,n} telle que A = M,.

Solution :

1)a) La matrice M, est inversible si et seulement si a # b et dans ce cas :
-1 1 1-b a-1
Moy = =3 < =b a

. . . ., 1
b) La somme des coefficient de chaque ligne valant 1, on sait que 1 est valeur propre associée au vecteur propre (1 ) .

La seconde valeur propre est a — b.
eSia—b=1,comme0<a,b<1, alorsa=10=0et M= 1Id qui est diagonale.
e Sia—b+#1, la matrice M, ; admet deux valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.
2)a) La matrice J, n’étant formée que de 1, un calcul immédiat donne AJ,, = J, si et seulement si A € S,,.
b) Si A, B € S, alors (AB)J,, = A(BJ,) = AJ, = J,. Cela prouve que S,, est stable par produit matriciel.
c)Onadl,=J, = J,=A"1J, Ainsi A= € S,.

d) Si A, B € S,, dont les coefficients sont positifs, la formule du produit matriciel entraine que les coefficients de AB
sont positifs. Donc 4,B € S;} =— AB € S;!.
La question 1.a) fournit un contre exemple & la seconde partie de cette question.
3)a) La matrice de M, = (a;,;) dans la base B vérifie :
_ { 1 sij=o(i)
Q5 = .
0 sinon
Ainsi M, € S;F.
b) Comme M, = M,-1, il vient M € S;F.
4)a) Avec les hypotheses de la question, on peut écrire :
n
Vlavj 7é i7 Z ai,kbk,j =0
k=1
avec a; r > 0,by; = 0. Donc :
Vi,Vj#1,Yk € [1,n],a;kbk; =0
b) Chaque colonne de A posséde au moins un coefficient non nul (autrement A ne peut étre inversible). Supposons

que deux colonnes de A aient un coefficient non nul sur la méme ligne : a; ; # 0,ax,;; # 0. Alors, par la question

précédente, b; = 0,Yi # j, bi ), = 0,Vi # j’, ce qui signifie que la k eme colonne de A~! est nulle, en contradiction
avec A~! inversible.

Ainsi A ne posséde qu'un unique élément non nul par ligne et par colonne.

c) On vient de montrer que pour tout i € [1,n], il existe un unique j € [1,n] tel que a;; =1 (car A € S,,). 1l existe
donc une permutation o de [1,n] telle que A = M,,.
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EXERCICE 21

Soit E = C%(R,R) P'espace vectoriel des fonctions réelles de classe C? sur R.
On considere I'ensemble F' des applications ® de F qui vérifient la relation :
(R) VxeR,®"(z)=(1+22)®(z)

1) Montrer que F est un R-espace vectoriel.
2) Montrer que si v et w appartiennent a F', alors la fonction v'w — vw’ est constante sur R.
3) Soient f et g les applications définies par :

xT

Vo eR, f(z) = /% g(x) = e"”2/2/ e~ dt
0
Montrer que f et g appartiennent a F'.

4)  Soit h un élément de F.

a) Montrer qu'il existe (o, 3) € R? tel que h = af + 9.
h

(On pourra calculer la dérivée de la fonction 7)

b) En déduire la dimension de F.

Solution :
1) F est un sous—espace vectoriel de E par linéarité de la dérivation.
2) Soient (u,v) € F2. On sait que pour tout z € R :
u'(z) = (L+2?)u(z), v'(z) = (1+2%)v(z)
En multipliant la premiere équation par v(z) et la seconde par u(x), pour tout x € R :
0=u"(x)v(z) —v"(z)u(z) = (vu—w') ()
La fonction v'u — uv’ est donc constante sur 'intervalle R.
3) 1l suffit de dériver les fonction f et g. On obtient :

f'(@) = af(x), dot: f'(z) = xf () + f(z) = (1 +2?)f(x)
et si F(x) :/0 et dt :
{ g(x) = f'(@)F(x) + o~/

g"(@) = f"(@)F(2) + f'(x)e™ —ze /2 = (1 +2%)g(x)
4)a) Utilisons I'indication donnée dans la question. Comme f(z) # 0, pour tout x réel, il vient, par la question 2. :

D’autre part

Donc, pour tout h € F, il existe 0 tel que (T)I =
et pour tout h € F, il existe 3, et il existe « tels que
j-os

b) L’inclusion réciproque étant évidente, on en déduit que F' = Vect(f,g) et que F est de dimension 2, puisque la
famille (f,g) est clairement libre.
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EXERCICE 22
Soit n > 2.

n

Soient aq,as,...,a, des nombres complexes tels que a1 0 et s = > af #0.
i=1

On désigne par w une racine carrée de s.

0 a1 ax ... an
aq 0 0 . 0

Soit M =] a2 0 0 | une matrice de M, (C)
a, 0 0 ... 0

1)a) Déterminer le rang de M.
Montrer que 0 est valeur propre de M, déterminer la dimension du sous-espace propre associé.

b) Montrer que M admet deux autres valeurs propres distinctes et donner pour chacune d’elles un vecteur propre
associé. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Soit f I’endomorphisme de C"*! canoniquement associé & M.
Montrer que C"*! = Ker(f) & Zm(f).

2)a) On suppose maintenant que les a;, 1 < i < n sont réels. On considéere R"™ muni de sa structure euclidienne
canonique et on appelle f 'endomorphisme associé & M sur la base canonique de R"*1,

Montrer que Zm(f) et Ker(f) sont orthogonaux.

b) Ecrire la matrice relativement a la base canonique de R"*! de la projection orthogonale sur Zm(f).

Solution :
1)a) Les (n—1) derniéres colonnes de M étant toutes proportionnelles & la seconde colonne, et les deux premiéres colonnes
étant manifestement libres, il s’ensuit que rg(M) = 2, et donc que dim Ker M =n — 1.

Ainsi 0 est valeur propre, le sous—espace propre associé étant de dimension n — 1; ses équations sont, par exemple :
n

{(zoy...,xn) |Zo=0et > ax; =0}

i=1
b) Pour déterminer les autres valeurs propres non nulles, on résout le systeme MX = \X.
o € C
o n 2
a;r; = Axg a;
Il vient : = . Ce systeme est équivalent au systéeme Zl 71 =A
i=

ic e — s ‘
Vi€ [1,n],ax0 = Az; Vi€ [1,n], z; — %wo

Les deux valeurs propres manquantes sont donc A = +w.

w —w

ai ai
Ona:E,(M)=Vect| . |,et E_,(M) = Vect

(07 Qnp

La matrice M est donc diagonalisable.

0 1
ay

On voit, enfin, que : Zmf = Vect s =FE,®oFE_,
a, 0

2)a) La matrice M est désormais symétrique réelle ; elle est diagonalisable dans une base orthonormée, ce qui signifie que
les sous—espaces propres sont orthogonaux.

b) Notons p la projection orthogonale sur Zmf. On sait que si (u,v) est une base orthonormée de Zmf, alors, pour
tout z € R*+! :

p(x) = {(u, z)u + (v, z)v

Une base orthonormée de Zmf est :

1 0
0 1 ai
’ s
0 an,
s 0 0
X0 Zo 5
ﬂza,x. 0 a, a1as a1y
X1 s 1 1 0 9
Donc si v = .|, il vient P(z) = ) et : M,=- G201 Gy a20n
a : : ) :
x [
" B 2 ai%i 0 apa; anaz ... a2
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EXERCICE 23

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et f un endomorphisme de F. On note Id I'endomorphisme identité
de E et on définit la suite (f*)ren d’endomorphismes de E par f0 = Id et Yk € N, f**1 = fF o f. On a ainsi, f! = f,
f2P=fofet:
V(p,q) € N?, fPo fi = frta,
On suppose qu’il existe un entier naturel n supérieur ou égal a 2 et un réel a non nul tels que :
fn — afnfl
fnfl 7& afn72
fnfl 7& 0
1)a) Montrer que la dimension de E est supérieure ou égale & 2.
b) Déterminer les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
2)a) Montrer que Ker f"~! et Ker(f — ald) sont supplémentaires dans E.
b) Déterminer le plus petit entier naturel k tel que Ker f* et Ker(f — ald) soient supplémentaires dans E.
3)a) Comparer les sous-espaces vectoriels Ker(f — ald) et Zmf"~! de E.

b) Déterminer le plus petit entier naturel £ non nul tel que Ker f¢ et Zmf* soient supplémentaires dans E.

Solution :

1)a) E n’est pas réduit au vecteur nul car par hypothése f # 0. De plus, E n’est pas une droite vectorielle car sinon f
serait une homothétie de rapport non nul (toujours parce que f # 0) donc f serait bijective et de f* = af"~! on
déduirait, en composant & gauche par f~!, f*~! = af" 2 contrairement aux hypotheses.

Finalement, on a dim F > 2.

b)
P = X" (X —a) est un polyndome annulateur de f donc Spec(f) C {0,a}. Par ailleurs, 0 est bien valeur propre de
f car, comme vu en a), f ne peut étre bijectif. De méme, a est effectivement valeur propre car sinon f — aid serait
bijectif et de f"~! o (f — aid) = 0 on déduirait f*~! = 0.
Finalement, Spec f = {0, a}.
Si dim EF = 2, f est diagonalisable car endomorphisme d’un espace de dimension 2 admettant 2 valeurs propres
distinctes ; si dim E > 3, f n’est pas diagonalisable car sinon on aurait f o (f — aid) = 0 (vérification facile dans une
base de vecteurs propres) d’ou I'on déduirait f*~2 o (f — aid) = 0 contrairement aux hypotheses.

2)a) On montre que tout vecteur de E se décompose de maniere unique en somme d’un vecteur de Ker f*~! et d'un
vecteur de Ker(f — aid).

* Non multiplicité. Si z = y+2z avec (y, z) € Ker f*~ 1 xKer(f—aid), alors f*~!(z) = 0+a™ 'z donc nécessairement

z = anl_l frlix)ety=o— anl_l f*1(z) d’ott I'unicité de y et z possibles pour un = donné.

* Existence. Soit x € E. Posons y = x — n{l (@) et 2z = %f”_l(x). Alors x =y+ 2z, f(z) = nlilf"(x) =
a a a

a”1_1 af"(z) =azet

iy = i) - %f%’z(x) = 0. En effet, on montre facilement par récurrence sur k que pour tout

keN, fn-',—k — ak+lfn_1.
b) On remarque Zm/(f —aid) C Ker f"~! et Im(f —aid) ¢ Ker f*~2 puisque f* 'o(f—aid) = 0et f* 20(f—aid) #0
donc Ker f772 # Ker f*~1.
Or pour tout k € [0,n — 2], Ker f* C Ker f*~2 C Ker f*~!. Donc pour k € [0,n — 2], Ker f¥ est strictement inclus
dans Ker f*~! et Ker f* et Ker(f — aid) ne sont pas supplémentaires dans E. L’entier cherché est donc n — 1.
3)a) On a (f — aid) o f*~1 =0 donc Imf"~1 C Ker(f — aid).
z) donc x € Imf"~!. Finalement, Ker(f — aid) = Zmf"~*.

Réciproquement, si x € Ker(f — aid), x = f"_l(

an—l
b) D’apres a) et 2., Ker f*~! et Zmf"~! sont supplémentaires dans E.
Sin = 2, Uentier ¢ cherché est donc 1 =n — 1.
Supposons n > 3 et montrons par I'absurde que si k € [1,n — 2], Ker f* et Zmf* ne sont pas supplémentaires dans
E.
En effet, si on avait £ = Ker f*@Zmf* pour un k € [1,n—2], alors pour tout x de E, il existerait (y, z) € Ker f*x E
tel que x = y + f¥(z) d’ott 'on déduirait f~2(z) = 0+ f*HF=2(2) = frHE=2(2) et
FrH ) = PG = U E) = af T ( E) = af )
= af"(x),
donc f*~' = af"2 contrairement aux hypotheéses. Le plus petit entier naturel non nul ¢ tel que Ker f¢ et Zmf*
soient supplémentaires dans F est donc dans tous les cas n — 1.
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EXERCICE 24

Pour tout p entier positif, on note E, ’espace vectoriel réel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a
p; on note C*(R) lespace des applications de R dans R indéfiniment dérivables. Si ¢ est un endomorphisme d’un espace
vectoriel et k un entier positif, on note ¥* I'itéré k fois de 1. Soient m et n deux entiers strictement positifs fixés. Pour
P € E,, fixé de degré m, on note :

¢ By — C*(R),Q — (PQ)™

(ot f(") désigne la dérivée n°™ de la fonction f).

1) Justifier le fait que ¢ est linéaire ; déterminer Ker ¢ et Zmp puis donner une condition nécessaire et suffisante sur
(m,n) pour que ¢ soit inversible.

2) On suppose P(X) = X™; déterminer les éléments propres de .

3)  On suppose m = n et on pose P(X) = a, X" + - - + ag. Etablir la formule :

k
_ n-+r
O(XF +bp 1 X ) = 2 (7“7)( Z beanyr—e) X"
r=0
pour k£ < n. En déduire les valeurs propres de (.
4)  On suppose m < n; montrer qu’il existe un unique entier ng tel que ™ ~! £ 0 et p™° = 0.
Solution :

1) Q@ +— PQ est linéaire ainsi que la dérivation (n fois) donc ¢ aussi. On a deg p(Q) = deg @ +m —n, avec la convention

degR < 0 <= R = 0. Il s’ensuit que si m < n, Imy = Vect{p(1), -, o(X™)} = E,,, parce que ces derniers
vecteurs, s’ils ne sont pas nuls, sont de degrés échelonnés, et Kerp = E,_,—1.
Sim > n,les degrés de (1), -+, p(X™) sont encore échelonnés donc cette famille est libre et engendre un sous-espace
de dimension n+1 de FE,,. Dans ce cas, Kery = {0}, mais ¢ ne peut plus étre considérée comme un endomorphisme.
Si m = n, ¢ est un automorphisme, si m > n, @ est injective donc ¢ : E,, — Im est inversible, et si m < n, ¢ n’est
pas inversible.

2) Dans ce cas, p(XF) = (n ;; k)t X*, donc la base canonique est une base de vecteurs propres pour les valeurs propres
distinctes n!, ..., 2—9

n!
n+k V4
3) Ona (PQ)(X)= 3 (X biar—;) X", avec la convention
(=0 =0
An41 :"‘:an+k:bk+1 ::bn+k:06t bk:1
donc i
n+
n+r)
P@X) = 3 (zba@ Jxton = 3 bt (zbaw )X
(é ’/l) r—0 rl
(apres le changement d’indice E =n+r). Donc p(Q) = A.Q est équivalent au systéme (triangulaire) :
(n+k)! _
U™y = A
(n+k—1)! _
U (bk—1an + an—1) = Abg_1
nl(boan + - - - + bgan—r) = Abg
Ce systéme admet encore une unique solution (en les inconnues by, ..., bi_1), donc le spectre de ¢ est le méme que
précédemment a la constante multiplicative a,, pres.
4) On a deg(¢*(X™)) = n — k(n — m), donc on cherche le plus petit entier ng tel que n — ng(n — m) < 0, soit

ng = I_n_mJ+1.
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EXERCICE 25

Soit f la fonction de (R )™ dans R, définie par : f(z1,...,2,) = ( > xk)( > i)

1)
2)
3)

k=1 k=1 Tk
Vérifier que f est de classe C? sur Pouvert (R%)".

Déterminer les points critiques de f et donner la valeur de f en ces points.

On se propose de montrer qu’en ces points, f admet un minimum global :
Premiére méthode
n
On pose, pour tout réel ¢, P(t) = > (t,/xk + L)?
k=1 VZk
Développer P(t) en ordonnant suivant les puissances de ¢. En considérant le discriminant de P(t), prouver I'inégalité
demandée. A quelle condition nécessaire et suffisante cette inégalité est-elle une égalité 7
Deuzxiéme méthode
a) Pour toute famille y1, ... ,y, de réels strictement positifs, montrer que :

n n
[Tuw=1= Y u=>n
k=1 k=1

(On procedera par récurrence, et, dans le passage du rang n au rang n + 1, on utilisera, apres avoir justifié leur
existence, deux termes y; et y; tels que y; <1 < yp.)

n n
b) On pose P = ( 11 xk)l/n. Montrer que pour tout réel oo, > xff > n.P* et en déduire le résultat demandé.

k=1 k=1
Troisieme méthode

Pour tout réel = strictement positif, montrer 'inégalité : x + % > 2.

Vérifier que ( Xn: :z:k)( zn: i) =n+ Y, (‘/EZ + %) et en déduire le résultat demandé.

Solution :

1)

2)

k=1 k=1 1<i<j<n J
n
L’application (x1,...,2,) — Y. x est de classe C? sur R, comme somme d’applications de classe C2.
k=1
n
L’application (z1,...,2,) — > xi est de classe C? sur (R*)™, comme somme d’applications de classe C2.
k=1 "k

Le produit est donc de classe C? sur (R*)™, a fortiori sur (R%)™.

Un calcul immédiat donne, pour tout k € [1,n] : ﬁ(xl, cey X)) = Z 14 + 3z ( - )
Oy, =1 % j=1 3
Ainsi le gradient de f s’annule si et seulement si, pour tout k € [1, n] on

POLS

%) = 0, ou encore : T3 = ﬁ Ceci montre que les zj sont tous égaux.
T Er

a

1t

J

J
Réciproquement, on vérifie que pour tout a > 0, le point (a, ..., a) est un point critique de f, et que f(a,...,a) = n?.

3)a) Immédiatement :  P(t) =2 Y xp + 2nt + L
k=1 k=1 Tk

Le trinome P est positif sur R , son discriminant est donc toujours négatif ou nul. Donc :

n n
<Y mex Y b
k=1 k=17

Le discriminant de P est nul si et seulement si P posseéde une racine double tg, c’est—a—dire si et seulement s’il existe
un réel ¢y tel que P(tg) = 0. Donc :

O:é(to\/ﬁ+\/%7)2 — Vke[l,n], to\ﬁ+\ﬁf

ce qui montre qu’on a égalité si et seulement si les xj sont tous égaux.

b) La relation est évidente pour n = 1.

Supposons I'implication vérifiée pour n > 1 et considérons (n + 1) réels strictement positifs tels que H yr = 1. Si,
k=1
pour tout k, yx < 1, cette égalité est impossible. De méme, si pour tout k, yx > 1.

11 existe donc deux indices 7 # j tels que y; < 1 < y;. On écrit alors :

n+1 n+1
[T ye=(viy;) Il me=1
k=1 k=1

k#i,j

On a donc un produit de n réels qui vaut 1.
Par ’hypotheése de récurrence, on sait que :
n+1
Y+ D yk=n
ki
ou
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n+1
Doyk =n+yi+yi — Yy
k=1

Ory;+vyi—yvi =y;(1 —v) +y; > 1 —y; +y; =1, ce qui termine la démonstration.

"1:,
> Lz
i=1D

11 suffit d’appliquer le résultat précédent pour o = 1/2, puis « = —1/2. 1l vient

VT 2 nVP, —_—— > =
k§1 = 2 VTk VP

n [

n (03
Ona [ (%) =1, d’ol, par le résultat précédent
i=1 D

k=1
On obtient le résultat souhaité en effectuant le produit membre a membre.
- —1)2
c) 1l suffit d’écrire que x + % —-2= (QST)
On a alors :
SR N T x i, %
T Y o= L g2 o=nt ¥ (gl
i=1 =1Ti =1 T 1<i<j<n i 1<i<jsn X3 T
Or: -
S (FrE) e v o2=(3)
1<i<j<n X3 Ti 1<i<j<n

ce qui avec I'inégalité précédente, donne le résultat souhaité.
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EXERCICE 26
o~ 1
1) Pour n € N* on pose H, = > 7
=1
a) Etudier la suite (a,) définie par a,, = H,, — Inn.
b) Montrer qu’il existe un réel v de [0,1] tel que H, =lnn + v+ o(1).
2)  On se propose d’étudier la nature de la série de terme général :
n _1)k71
up = 11 (1+ 5y,
=00 )
a) Soit (b,,) une suite réelle décroissante de limite nulle.
Pour n € N on pose S, = Y (—1)kby.
k=0
Montrer que les suites (Ss,) et (S2p4+1) sont adjacentes et en déduire que la série de terme général (—1)"b,, est
convergente.

n _1\k n
b) Montrer que Inu, = > % - %Hn + > wg, ol wy, est le terme général d’une série convergente. En déduire la
k=1 k=1
limite de u,, lorsque n tend vers l'infini.

c) Montrer qu’il existe L > 0 tel que lirf (ln Un + 5 Loy n) = L.

En déduire la nature de la série de terme général u,,.

Solution :
1)a) On a l'inégalité classique, pour tout k > 1 S + 7 < In(k+1)—Ink < %
que l'on obtient par décroissance de la fonction ¢ — % sur R} . En sommant ces inégalités pour k variant de 1 a n,

il vient :
n 1 .
> T > Inn,doua, >0
k=1

_ 1
"oon+1
b) La suite (a,,) est une suite de réels positifs, décroissante. Elle converge donc vers un réel v. On écrit ainsi a,, = y+o0(1),

ou H, =lnn+~+o(1).
DeplusO0<a,<a; = 0<y< 1L

D’autre part, ap4+1 —a

—In(n+ 1) + Inn, et les inégalités précédentes montrent que an41 — a, < 0.

2)a) Montrons que les suites (S2,) et (San4+1) sont adjacentes.
En effet ZSQn+2 - Sgn = b2n+2 - b2n+1 < 0, 52n+3 - SZn+1 = b2n+2 - b2n+3 2 Oet:
Son+2 = Song1 = baniz — 0
b) Les deux suites (S2y,) et (S2n+1) convergent vers une méme limite S, ce qui prouve que la suite (S,,) tend également
vers S.

c) Par positivité : Inu, = > In(1+

(_1)k—1 )
o vk

Au voisinage de 0, on peut écrire : In(1 +2) =z — % + L + o(x3)

_l)kfl (—
Donc: In(1+ ( =
- —1)k1
Les séries (7
2 kVE
convergente telle que

1)k71
N 2k
et > o p 1

k) sont absolument convergentes. Ainsi, il existe une série > wy absolument

n (_1)k71 1 n

Inwu, = s H,+ W
" k2::1 Vi 27" k§1
n (71)](371 n
Par la question 2.a), on sait que lim ) ~——=— existe, que lim > wy existe et que lim H, = +oc.
n——+oo bhe1 \/E n—-4oo E—1 n—-+oo
Finalement lir+n Inu,, = —o00, ce qui entraine par continuité de la fonction exponentielle que lilf U, = 0.
n—-o00 n—10oo
( )k 1 1 n
On remplace H,, par Inn+~vy+o(1). Il vient :  Inu, = Z T §(lnn +y+0(1)+ > wg
k=1 k=1
. lnn (=D 1) 1 n
ou encore : Inwu, + Z 5(+7+0(1) + Z Wi

3

On en déduit que lirJIrl (ln Up + ln ) L. Par continuité de la fonction exponentielle :
n—-+oo

M ‘

L

i

S

lim /nu, =el #0 soit: wu,~ <

n—-+4oo n

La série Y u, est donc divergente.
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EXERCICE 27

Soit f la fonction définie sur |0, x| par :

T
frz— / ln(QSin%)dt
0
1) Montrer que f est bien définie sur |0, 7] et admet un prolongement par continuité en z = 0.

2) Onpose I = f(m)etJ :/ In(2 cos%)dt.
0
Montrer que I = J, puis, en utilisant I + J, montrer que f(m) = 0.

3)a) Déterminer lir% %w)

b) Montrer que pour tout x € [0, 7] :

flz) = / In(2sin £) dt
4)a) Etudier la dérivabilité de f sur ]0, 7].
b) Etudier les variations de f sur [0,n].

T COST dx

/6
Montrer que f admet un extremum valant o = —2 / :
0 sinx

Solution :
1)  Soit ¢ : t — In (2sin(#/2)). La fonction ¢ est continue sur ]0, 7].
Au voisinage de 0, on peut écrire :
In (2sin(¢/2)) =In (t + o(t)) = In(t) + o(1)
La fonction ¢ est donc équivalente & la fonction ¢ — Int qui est intégrable sur |0, a].

Donc f : / ©(t) dt est bien définie sur ]0, 7.
0

La convergence de l'intégrale / ... suffit & prouver que lim+ f(x) =0, on peut donc poser f(0) = 0.
0 z—0

s
2) On montre que J = / In(2 cost/2)dt existe, en raisonnant comme dans la question précédente.
0

Le changement de variable u = m — ¢ qui est de classe C! et bijectif montre que J = I.
Donc :

2I:I+J:/ ln(4sint/2cost/2)dt:7r1n2+/ In(sint) dt
0 0

w/2 T
2 =7ln2 + / In(sint) dt + / In(sint) dt
0 w/2

w/2 0
=7ln2+ / In(sint) dt + / In(sinu)(—du)
0 w/2

=7ln2+ 2/ﬂ2 In(sint)dt = 7ln2 + /Tr In(sinwu/2)du =1
Donc ’ ’
I=J=0.
3)a) On sait que si t € [0,7/2], %t < sint < ¢ (étudier les variations de fonctions associées ou invoquer la concavité de
la fonction sin sur [0,7/2]).
Done, pour t < 1, In(2sint/2) < Int <0, et :

f(x) g/ Intdt =alnz —x
0

Ainsi :
@ <lnz — 1, ce qui entraaccent” 5Eine lim Ty = 0

z—0t

b) Comme f(7) =0, il vient :

f(z) = /09” In(2sint/2) dt = —/ In(2sint/2) dt = / In(2sint/2) dt

x T

s

4)a) La fonction ¢ étant continue sur [z, 7], Pégalité précédente et le théoreme fondamental du calcul intégral montrent
que f est dérivable en tout z €]0, 7] et que f'(z) = In(2sinz/2).

b) L’équation f’(z) = 0 n’admet qu’une solution : = 7 /3. La fonction f est décroissante sur [0, 7/3], puis croissante
sur [7/3, 7.

Elle atteint un minimum a < 0 en /3 qui vaut, apres intégration par parties :

w/3 /6
a:/ 1n(2sint/2)dt:—2/ LLOSL o < ()
0 0

sinx
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EXERCICE 28
1) Soit U un ouvert de R? contenant le pavé [a,b] x [c,d] (avec a < b et ¢ < d) et f une fonction définie sur U, & valeurs

réelles, et de classe C2. Pour x € [a, b], on pose F(x / Sz, t)dt.

52
a) Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que : V(x,t) € [a,b] X [c,d], |a—x£(x,t)| <M
b) Soit x € ]a, b[, h un réel non nul tel que = + h € |a, b[. Montrer que :

[
d
[Fleth) - Fl) _/C %(m,t)dﬂ <ald- oL

h
¢) En déduire que F' est dérivable sur |a, b| et donner une expression de sa dérivée.

2)  On se place dans les hypotheses précédentes.
y
a) Soit H la fonction de deux variables définie par H(z,y) = / f(z,t)dt. Donner les dérivées partielles de H.

b) Soit u,v des fonctions dérivables sur R et & valeurs respectivement dans [a,b] et [c,d], on pose G(z) =
v(2)
f(u(z),t) dt. Montrer que G est dérivable sur R et donner une expression de sa dérivée.
c

z 4
3 POUI‘Z>0€tTL€N,OH OSEZFnZ = ———— dt.

Montrer que F}, est dérivable sur R* , en déduire que F;, est de classe C* sur R*.

4) Soit f une fonction continue sur [a,b] et F définie sur [a,b] par : F(z) = / % f()de

a) Calculer, en justifiant existence, F®)(z) pour 0 < p < n + 1.
b) Calculer F®)(a), pour 0 < p < n. Quel résultat retrouve-t-on ?

Solution :

2
1)a) La fonction f étant de classe C? sur [a,b] x [c,d], |%| est continue sur le fermé borné [a, b] X [c, d], elle est donc
x
bornée par une constante M que ’on peut choisir strictement positive.

b) On peut écrire :
d d
A:‘F(”’?L‘F@)—/C %(m)dt’:T}L"F(Hh)—F(m—h/ ﬂ(x,t)dt’

d
flx+h,t)— f(z,t) — hg—i(x,t) dt‘ donc

On applique I'inégalité de Taylor & la fonction = — f(x,t), a t fixé. Il vient :

Flz+h)—Fx) _ ["of 3R 0t = i ed— ey M
, C ax(x,t)dt‘gw [ ade = |hi(d - oy

2+ ht) — f(z,t) — h%(x,t)(dt

¢) On déduit de la question précédente que la fonction F est dérivable en tout z, et que F'(z) = / %(m, t)dt
. OH o (. v — ["0f
Da)Ona: oy =), Pay)= [ Swoa
b) Par la formule de composition des dérivées, il vient : G'(z) = u’(z)a—H(u(z), v(2)) + v'(z)a—H(u(z), v(2))

u(z)
soit 1 G'(2) = v/ (2)f(u(z),v(z)) —l—v’(z)/o g{j( (2),t)dt

3) On se trouve dans la situation de la question précédente avec u(z) = v(z) = z et f(x,t) = ﬁ
x
. ) . P z tn+1 . pa
On obtient donc : FA(Z) = m — TL/O (1 T tz)n-"_l dt = (1 n Zz>n — nFn+1(Z)

Comme F,, ;1 est dérivable, cette derniere formule montre que F), est deux fois dérivable, puis C* par récurrence.
4)a) On applique la méme méthode. 11 vient :

P = [ E o a
Tmpn?
(n—p)!
En particulier F(")(z / f)dt, et FHD(2) = f(2)

et, pour tout p € [0,n] : F®)(z) = / f(t)dt
b) Pour tout p € [0,n], F® (a) = 0. Donc :
n k z n
Fz)= 3 =9 pyg) 4 / (Cindi ;,t) FOED(t) dt

= K

On retrouve la formule de Taylor avec reste intégral.
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EXERCICE 29
L’objet de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions h continues sur |—1, 00| vérifiant pour tout z et tout y de
]—1, 4+00] la relation :
h(z) + h(y) = h(z +y + xy)
Pour f solution de ce probléme, on note F' la primitive de f nulle en 0.
1)a) Montrer que si z et y sont deux éléments de |—1, 400, il en est de méme de = + y + xy.

b) Déterminer, pour tout x € ]—1, +00[, un changement de variable affine (¢ = au + b) et une fonction g, tels que :

Vy e]—1,+oo[,/ f(t)dtz/ygx(t)dt
P 0
c) Soit y # 0. Exprimer f(z) en fonction de F'(x), F(y) et F(x+y+ zy). En déduire la dérivabilité de f sur |—1, o0l
2)a) Déterminer une relation entre f’(x) et f/'(x 4+ y + zy) pour x et y dans |—1, +o0].
b) Montrer que pour tout y dans |—1,+oo[, /(0) = (1 +y)f'(y).
c) En déduire 'expression d’'une fonction vérifiant la relation proposée.
d) Conclure.

r+y+zy

Solution :
1)a) On a les équivalences suivantes :

r+ytaey>-l<=z+1+ylz+1)>0<=(z+1)(y+1)>0
Donc : x>—-1ly>-1 = z+y+azy>-1

b) On a I’équivalence :

r=0> — b==x
r+y+axy=ay+>b a=14+=x

Ainsi : ety )
/ () dt :/ P+ 2)u+2) (1 + ) du
ou : r 0
z+y+ay Y
[ - / F(@) + F@)(1 + ) du
c) Ona:

Flz+y+ay) - F2)=y(l+2)f(z) + (1 +2)F(y)
Donc, pour tout = > —1, pour tout y # 0 :

flo) = L[ Fletv ) = F) _ p

Comme F est dérivable sur |—1, +00], il en est de méme pour f.

2)a) Il suffit de dériver la relation de départ par rapport & z, & y fixé, pour obtenir :
@)= fz+y+ay)(l+y)
b) Avec x = 0, pour tout y > —1, il vient f'(0) = (1 +y)f (y)-
c) Pour y > —1

P =£% = w50 = [ Fwdi= om0+

On vient ainsi de montrer que si le probleme admet une solution, celle—ci est de la forme :
fly) =a+bln(l+vy)

d) Réciproquement, si f est de la forme f(y) = a +bln(1 4 y), alors f vérifie 'équation f(z)+ f(y) = f(x +y + xy) si
et seulement si a = 0 et b est quelconque.

Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation proposée est
{x — bIn(1 +x),b € R}
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EXERCICE 30
+0o0 1
On pose I,, = / — = dx
P o (429"
1)a) Montrer que cette intégrale est convergente pour tout n > 1.

b) Déterminer une relation entre I,, et I, 41 pour n > 1.

Dans la suite, on pose w, = n'/>I,,, v, = In(uy,) et w, = Vp41 — V.
2)a) Ecrire le développement limité & lordre 2 de wy,.
Quelle est la nature de la série de terme général w,, ? En déduire la nature de la suite (v,,) puis celle de la suite (uy,).
b) Montrer que, au voisinage de I'infini, I,, est équivalente & #7 ou k est une constante que ’on ne demande pas de
déterminer.

Que peut-on en déduire quant a la nature de la série de terme général I, 7
n
3)a) Soit J, = (—1)"I, et S, = > Jy.
k=1

+oo 1 - (_1)3nn
Montrer que S,, = —/ (17“/;) dx
0 2+

—+oo
b) Montrer que lim dz =0

n—+oo [ (2+$3)(1+$3>n
c) Quelle est la nature de la série de terme général (—1)"1I, ?

Solution :
1

1)a) La fonction = — est continue sur R*. Pour tout z > 0

1 1
0< <
(1 _|_x3)n mSn
ce qui montre que 'intégrale I,, existe.

+oo 14 333 +oo .’173

b) On écrit : Iy = /o W dx — /0 W dx
A 23 A x n3z?

et, pour A >0: /o de:/o %de‘r

A A
— L{ —z ] L1 / dx
3nl(1+2%)"lo  3n )y (142"
En prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, il vient :

I 1= 3n71[
n 3n n
2)a) Il vient :  w, =1In (%) = %ln (Bt 1) +In (%)

n n n
=iln(1+4)+m(1-4)
=503 —52) + (35— 1g2) To(s)
o

La série de terme général w,, est de signe constant et son terme général est équivalent a celui d’une série de Riemann
convergente. Elle converge. Soit S sa somme. Alors :

N—1
wp=v,—v; = lim v, =v1+85
k=1 n—-+oo

Par continuité de la fonction exponentielle, il vient :

lim u, =e""t¥=C>0
n—-+o0o

b) La série Y I, diverge, puisque par la question précédente I,, = % ~ 175
3)a) Comme somme finie d’intégrales convergentes :

+o00 +00 1 1— -1 \n
5= [T E G e [T
0 k=1 1+.’If 0 1+$ 1+1+7
) Db 0 ErDITr
b) Comme

i d 4 c
0< L < — g =L~ 5 0,
/0 @2 +a%)(1+2°)" / (1425 Tt
on conclut & la convergence de la suite (S),).

c) La série > (—1)"1,, est donc convergente sans étre absolument convergente.
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EXERCICE 31

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans {0, ...,n}.

Pour tout ¢ réel, on pose Lx(t) = E(e™ ™), ¢(t) = In Lx (). On note I le domaine de définition de (.
Enfin, pour tout a réel, on pose

h(a) = stlg) (ta —¢(t)) € RU {+00}

1) On suppose dans cette question que X suit une loi binomiale B(n, p).
a) Calculer Lx(t),¢(t) ainsi que I.
b) Déterminer h(a) (on s’attachera plus particulitrement aux valeurs de a pour lesquelles h(a) est fini.)
2)  On revient maintenant au cas général.
a) Exprimer Lx(¢) en fonction d’une somme finie.
b) Calculer L (t) puis L% (t). Montrer que pour tout ¢ réel
(L (1) < Ly ()<L (8)
c) Montrer que ¢ est une fonction de classe C2, convexe sur I. Déterminer le signe de ¢’ ainsi que ses variations.

d) Montrer que lorsque h(a) est fini :

h(a) = ax(¢") " (a) — ((¢")"}(a))

Solution :
1)a) On a :

Lty =y (Z)e”“pk(l —p)"F = (pet+1—p)"

Ainsi ¢(t) = nln(p.e’ + 1 — p) existe pour tout t € R et I = R.
b) La fonction ¢ : ¢ — ta — p(t) est de classe C*° sur R, et pour tout ¢ réel :

W) =a—n-—LE_

pe' +q
Donc :
a
Y(t) =0 = 14 _
p(n—a)
e si a > n, cette équation n’a pas de solution. La fonction % est croissante sur R et h(a) = +o0.

P
e si a < 0, cette équation n’a pas de solution. La fonction 1 est décroissante sur R et h(a) = +oo.

. 4 . . . a . .
e si 0 < a < n, cette équation a comme unique solution ¢ = In (qi) La fonction v passe par un mazimum en
p(n—a
ce point, marimum qui vaut

h(a) =aln (Iﬁ) —nln (nqua)

n
2)a) On a immédiatement : Lx(t) = Y pp.et
k=1

Donc : Ly (t) = Y kpr.e®® L% (t) = 3 k?pg.e'®
k=1 k=1
b) En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, avec :
{ak = ketk/2 /py;
b, = etlc/2 /D
n 2 n n
L) = (3 anbi)” < (30 Ketkpi ) (30 epi) = L (DLx (1)
k=1 k=1 k=1

c) On al =R, en effet p(t) =In Lx(¢) existe pour tout ¢ réel, puisque Lx(t) > 0. Bien évidemment :

(P/(t) = M > 07 Sﬁ“(t) = M

Lx() Zw

Puis ¢'(t) = a — ¢'(t), et :

Donc
e sia > n, la fonction v est strictement croissante sur R et h(a) = +oc0.
e sia <0, la fonction ¢ est décroissante sur R et h(a) = +o0.

e si0<a<n,ilexiste ty € R tel que ¢’(ty) = 0, ou ¢'(ty) = a. Les variations de ¢’ sont celles de 9'. Donc ¢’ est
une fonction continue, monotone et (¢')~! existe.

d) Enfin h(a) = toa — ¢(to), avec tg = (¢’)~*(a). Donc :
h(a) = a(¢’) " (a) — ¢((¢") ! (a))

39



EXERCICE 32

1)
2)
3)

4)

Etudier la nature de la série de terme général lnTn

Etudier la fonction f définie par f(z) = me

Démontrer la proposition suivante :

n
/1ntdt+ln2 Z% /ln—thnT + 13
k=2

._
OJ

et en déduire un équivalent simple de S,, = Z Ink

On se propose de démontrer I'existence d’un nombre réel ¢ tel que :
> 2,5, 1ln (n) + c+e(n), avec lirf g(n) =0.
a) Démontrer que : Vn € N*,In?*(n) — In*(n — 1) = 21117” + h172n + o(ln—Qn).
n n
b) On pose u,, = h?lln 3 (ln2n2— In*(n —1)).
Montrer que Z up = Sy — In"(n)

— 2
c) Conclure.
Solution :

1) La série > lnTn diverge, car pour n > 3, lnTn > % et la divergence de la série harmonique donne le résultat.
2) La fonction f est définie sur R . Elle n’est pas prolongeable par continuité en 0, car lir% f(z) = —oc0.

Par contre hr—? flx) =

La fonction f est de classe C! sur R% et, pour tout x > 0: f'(x) = #

x

La fonction f est donc croissante sur ]0, €], puis décroissante sur [e, +oo[. Elle admet un maximum en x = e qui vaut

1/e.
3) Pour tout k > 3, la fonction f est décroissante sur Uintervalle [k, k + 1]. D’ol :

In(k +1) il Ink
Ty S f@dr< T
k k+1 k
Pour tout & > 4, Ink flx)dz < M, donc fl@)dz < Ink flz)dz
k k—1 k—1 k k k—1
n n+1 n n
En sommant sur k € [4,n], il vient : / f(z)dx < / flx)de < > % < / flx)dzx
4 4 k=4 3
n n
ou encore : /f(x)da:+m72+m73<sn< f(x)dx—l—ln—z—i—lnTg
3
et par la premiere inégalité : / f(x)dr + 1%2 Sy < / f(x nT lnTi%
Enfin / zgy = L2y - 1y (3)
g X 2
Donc
_In*n
" 2
4)a) En mettant n en facteur, il vient :
In®n —In*(n—1) =In*n — (Inn+In(1 - %))2
1 2 1
= —21nnln( — ﬁ) —In (1 — ﬁ)
Or In (1 - %) = f% - 2—7112 + 0(#). Apres quelques calculs et le fait que # = o(ln—g‘), on obtient :

ln2n—1n2(n—1): 21%_,_12#_’_0(127271)

b) Résultat immédiat par «télescopage »

> uk =
k=2
c) On écrit
| 1(21 | | | |
u, = nn_ﬁ( 71;171_’_ 2271+0(2271)): nn 4 o(lnp)

n 2n? n
Ainsi u,, est de signe constant et équivalent au terme général d’une série convergente, car lirf n3/ 2111—271 =0.
n—-1+0oo
- : In’n
Notons > ux =c¢. Alors lim S, — 5" =¢
k=2 n—-+o00 2

ou

2
Sy = thn +c+e(n), avec lim e(n)=0
n—-+00
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EXERCICE 33
+oo L —u

Poura>()etkENonpose:Ik(a):/ leu.
a Uk+§

1) Montrer la convergence de U'intégrale It (a).
2)a) Trouver une relation entre I;1(a) et Ix(a).
b) En déduire que :

n n
V€N, Io(a) = Liya(a) + 3 (k= () e > Lo
k=0 k=0 a 2

1
3) Montrer que Vk € N, a""2 e*I;+1(a) tend vers 0 quand a tend vers +oo.
4)  Soit ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

2
Exprimer 1 — ®(z) en fonction de IO(%) pour z # 0.

ZE2

5) En déduire un développement asymptotique de 1 — ®(z) du type Pn(%)877, ot P, est un polynéme de degré

2n + 1.
Solution :
—Uu
1) Soit a > 0. La fonction f : u+— ek+1 est continue sur [a,+oo] et, pour tout k € N :
u T2

lim u?fy(u) =0

u——+o0
Cela entraine, par la régle de Riemann, que I;(a) existe pour tout k € N.

2)a) Une intégration par parties sur [a, A], puis un passage a la limite quand A tend vers U'infini, donnent :

—a
Ii(a) = (k+ ) I (0) + GH%
a

b) En sommant ces égalités pour k € [0, n], il vient :

IO((I) = n+1(a) + Z (,Z{j— %)Ik+1(a) J oo Z ﬁ
k=0 k=0q "2

3) On peut écrire :

+o0o _u +oo —a
_ 2.e
0<Ik+1(a):/ € T duge a/ dul = 3
a ukJrf a ’(,Lk+§ (2]{1 + 3)ak+?
Donc : L
0<a"2e 14 (a) < %
et

. 1
lim a""2el; 1(a) =0
a—+00

4) On sait que :

o0 400 _ 2
o= [T L [ g = bl
1-® = dt = du =

(@) \/%/gg ¢ Vot o8 O Vo
5) Or: : )
Io(2?/2) = Ly (2%/2) + 32 (k- %)Ik+1(:c2/2) DY 1

5=0 k=0 (x2/2)’“+%

2y L k12
= Ry(x) +e /23 22k+1
k=0 ¥

1
Posons P, (X) = Y 2¥72 X2k+1  Ainsi P, est un polynéme de degré (2n +1) et :

k=0
In(2?/2) = R, (v) + Pn(%)e_wzm

On sait, par la question 3, que, pour k > 1 :
2

22y _ e—m2/2 Y e—m2/2
ot =) =P
—z2/2

Chaque terme de R, (z) est ainsi négligeable devant < ——. Donc :

(2%/2)2

67932/2 efav2/2 1 2
Ry (x) = o( ). et r~ Po(=)e™® /2
(2%/2)2 (2/2)2 .
Finalement,
2 —z2/2 2k+%
Io(z*/2) = Rp(z) +e77 kz_: 2R
donne :

et, au voisinage de 400 :



EXERCICE 34
Soit a € R. On définit la suite (un),>, par récurence sur n en posant :
up =0 et Vn = 0, up 41 7un+%[a7um
1)  Que peut-on dire de la suite (uy), o lorsque a <07
2) Etudier la suite (uy),,5q lorsque a = 0 et lorsque a = 4.

3) Dans cette question, on suppose que a € 10, 4[.

a) Montrer que % < u, < 2 pour tout entier n > 1 (on pourra étudier I'image du segment [a/2,2] par la fonction f

définie par f(z) =z + %(a —2?)).
va | ya

b) Prouver que pour tout 7> 1, on a: |up1 — v/a| < max (5~ 51— %5 — %) |un — V/al
¢) En déduire que la suite (un)n>0 est convergente. Quelle est sa limite ?

4) Dans cette question on va raisonner par I’absurde pour prouver que la suite (uy), -, est divergente lorsque a > 4.
=
Dans un premier temps, on va donc supposer que la suite (un)n>0 converge vers une limite £.

a) Quelle sont les valeurs possibles pour ¢ 7
b) En déduire que dans chacun des cas, il existe un entier ng tel que :

1 — €] > Y fu, — 4

pour tout n > ng. Obtenir une contradiction et conclure.

Solution :
1) Le scalaire a étant strictement négatif, il est immédiat que la suite (u,,) est décroissante.
Supposons qu’elle soit minorée. Dans ce cas elle converge vers le point fixe de 'application x — = + %(a — 1’2), point
fixe ¢ qui vérifie 'équation £? = a < 0, ce qui est impossible.
La suite (u,,) diverge donc vers —co.

2) Sia =0, alors pour tout n € N,u, =0 et si a = 4, pour tout n > 1, u,, = 2

3)a) Une étude rapide de la fonction f: z+— =+ %(a — 1’2) montre que

o f est croissante sur | — oo, 1]

e f est décroissante sur |1, +o00]

e elle admet un mazimum en x = 1, qui vaut anL 1
La fonction f étant continue, I'image de tout segment de R est un segment. Aussi
o sia€]0,2], alors 0 < § < 1 et on montre que f([§,2]) C [§,2],

e sia € ]2,4], alors % > 1 et on montre que f([%,ﬂ) = [f(2),f(§)] C [0,2].

b) On remarque que : I\/a—un+1|:|\/a_un||1_M|
1—m<1 f+a/2 max(é,l_

(\/a f Q)<7ﬁ<1,@

2 4 2 =

[\}
S
|
NS
S—

e comme u, = 1letn>1,

e comme U, < 2, —max

c) Soit k = max @, 1-— Va_a € 10, 1[. Par la question précédente, il vient, pour tout n > 1 :
2 4

2
‘\/6 - unl < k”_l\/a
Il en résulte que la suite (u,) converge vers /a.

4)a) La fonction f étant continue, les seules limites possibles sont les points fixes de f, soit £ = ++/a.
e si £ = ,/a, on sait que : |v/a —upy1| = |\/Efun\|1 - W|

Dans ce cas, lim ‘1 Vatuy, + Un ‘ = — 1> 1. Il existe donc ng € N tel que pour tout n > ng :
n—

+oo

;1fi\/5+“n;>@>1

e si { = —y/a, on sait que : \f—!—un+1|—\f—|—un|‘l+ u”‘
Comme hm |1+\[T| 1+f> Va , il existe donc ny € N tel que pour tout n = ng :

m@p@n

On obtient ainsi I'inégalité demandée.
b) Lorsque a > 4, la suite (Ju,, — £|) est croissante donc, pour tout n > 1, |u, — €] = |ug — £| = v/a.

Elle ne peut converger vers v/a que si elle est constante, ¢’est-a-dire u,, = £, pour tout n > 1, ce qui n’est déja pas
vérifié pour u;.
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EXERCICE 35

On considere la fonction f définie sur R par :

T —t
x / € _dt siz#0
o VIt
0 six=0
1) Montrer que f est ainsi bien définie, de classe C! sur R.
+oo _
2)a) Montrer que l'intégrale T = 67 dt est convergente et préciser sa valeur
0

2
(on pourra utiliser le changement de variable t = )
2

b) En déduire un équivalent de f au voisinage de +oc.
c) Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote au voisinage de +00, dont on précisera 1’équation.

3) Montrer que la courbe représentative de f admet une branche parabolique au voisinage de —oo.

Solution :

—t
1) La fonction g : ¢ — f/m est continue sur R*.
1

Au voisinage de 0, elle est équivalente & W, dont l'intégrale est convergente sur tout intervalle |—e, g[, avec € > 0.

La fonction f est donc définie sur R.

Si l'on écrit :
1 x
fxzx/gtd?ﬁ—ka:/g =Cr+zx
@=x[ gyar+z| o f

on voit que la fonction f est de classe C! sur R*, puisque ¢ est continue sur R*. De plus, pour tout z € R* :

On a clairement lim f@) _ 0, donc lir% f(z) =0 et f est continue en 0, dérivable en 0 avec f'(0) = 0.

z—0
Enfin .
lim f'(z) = lim (/ ! dt + —% ef””) =0
z—0 z—0 0 ‘t| z\/ |x‘

ce qui entraine que f est de classe C'! sur R.

—t
2)a) La fonction g : t — €~ est continue sur RT. Au voisinage de 0, elle est équivalente & ﬁ, qui est intégrable sur

Vit
[0, 1].

Pour tout ¢ > 1, on a |g(t)| < e™! qui est intégrable sur [1,+o0].
Finalement, I existe.

Le changement de variable u = v/t est de classe C'' sur R**. Soit a > 0.
+oo —t +oo

\[ dt = 2.6~ du
En prenant la limite lorsque a tend vers O, il vient I = ﬁ
b) Ainsi f(x) ~ z+/7, au voisinage de +o0.
c) On a
+o0

f(a:)—xﬁ:xx ewdt

et, pour z > 1

+oo
|f(x) — xy/7| < ac/ e tdt=z.e"
Donc ’
lir_irrl |f(z) —xy/m| =0

et la courbe représentative de f admet la droite d’équation y = /7x comme asymptote en +oo.

3) Pourtout z <0,siy=—=x

Ieft 7Ieud yeud
fo=e [ = =y [

f() >y/0 & oy

Or, pour u > 0,e* > 1 et

Cela entraine que :

lim f(z) = +oo, hm = —00
T——00 ——oco X
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EXERCICE 36
Pour a €]—1, 1], soit f, la fonction définie sur [0, 7] par :
)=1+a?—2acosx
1)a) Montrer que Va €]—1,1[,Va € [0,7], (1 — |a|)? < fa(x) < (1 + |a|)?.
b) Montrer que Va €]—-1,1[,Vz € [0, 7], fo(m — x) = f_o(2).
c) Montrer que : Va €]—1,1[,Vz € [0, 7], fo2(x) = fa(%)f_a(%).

2) On pose, pour a €]|-1,1], g(a) = /07r In(f,(z))dx.

a) Montrer que g est une fonction paire.

b) Montrer que : Va €]-1, 1], g(a®) = 2g(a).
c) Montrer que g est continue en 0.

d) En déduire que : Va €]—1,1[,g(a) = 0.

Solution :

1)a) On peut évidemment démontrer les inégalités demandées en distinguant selon le signe de a et en développant. On
peut aussi remarquer que :

fa(z) = (1 — a.e®)(1 — a.e” @) = |1 — a.e™|?
Or par l'inégalité du triangle :
1= Ja] = [1 = Jal| < 1 = ae®*| < 1+]d]
Il reste a élever au carré.
b) La relation demandée est évidente car cos(m — z) = — cos(x).
c) Ici encore, on peut faire un calcul trigonométrique direct, ou écrire :
P =1 — a.e™®/2]2|1 + a.e™/??
= (1 = a.e2||1 + a.e®/?|)(]1 — a.e” /2|1 4 a.e~**/?|)
= (1 - a%e®)(1 — a2e~ ) = |1 — aZei®|?
2)a) Par la question précédente a), la fonction g est bien définie. On montre qu’elle est paire en utilisant la question b)
et le changement de variable affine u = m — x dans l'intégrale définissant g.
b) Question évidente, par ce qui précede et les propriétés du logarithme.
c¢) Par la question 1. a) : In((1 — |a|)?) < In fo(x) < In((1 + |a|)?). Donc :
(1~ [al)?) < ga(2) < 7In((1 + [a])?)
Il reste & prendre la limite lorsque a tend vers 0 pour conclure.

d) Comme g(a?) = 2g(a), une récurrence immédiate donne, pour tout n € N*
1 n
9(a) = 579(a*")

2" = 0. On conclut par la continuité de g en 0.

Orjaj<1 = lim a
n—+o0o
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EXERCICE 37

On note I =R* et C = C°(I,R) 'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs réelles.

On pose également :

L:{feC/0

+oo
f(t) dt converge absolument } et

IO}
E = {f eC/Vuze I,/ - dt converge absolument }
0

; a0
Pour tout f € E et x € I, on notera f(z) = / ; dt.
0 +x

1)a) Vérifier que E est un R—espace vectoriel non réduit a {0}.
b)At-on ECL?AtonLCE?
c) Soit a € R et f,, définie par f,(t) = t*~!. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles f, € E.
Montrer qu’alors ?; est proportionnelle & f, (on ne cherchera pas a calculer le coefficient de proportionnalité).
2)a) Soit f € L telle que t — tf(t) € L. Montrer que pour tout z > 0 :

“+o0 +oo “+o0
f) 1 1
/ a-L[Troa <L [

t+ax 0

Peut-on en déduire un équivalent de f (m) lorsque z tend vers l'infini ?

b) Vérifier que pour tout (z,t) € I?, pour tout n € N :

k tk 1yttt 1
t—&—:c_kz::o( ) r (=) (:c) t+w

c) On suppose que f € L et que pour tout k € N, g, : t — t*f(t) € L. Montrer que f(x) admet un développement
asymptotique a tout ordre lorsque x — +o0.

d) Qu'obtient—on pour f(t) =e™*?
Solution :
1)a) E est un sous—espace vectoriel de C, puisque |\ f + g| < |A|.|f] + |g] et puisque t — et € E.
t 1
b) Pour tout ¢ > 0, ‘tfi—l’ <z [f ().

1
t+1

Donc L C E. Par contre t — est élément de F sans étre élément de L. L’inclusion précédente est donc stricte.

a—1
c) La fonction f, est continue sur R . Au voisinage de 0, on a fq(t) ~ tT Cette derniere fonction, positive, admet

une intégrale convergente sur ]0, 1] si et seulement si a > 0.

Au voisinage de +00, on a f,(t) ~ t*~2. Cette derniére fonction, positive, admet une intégrale convergente sur
[1,400] si et seulement si a < 1.

Ainsi f, € E si et seulement si 0 < o < 1.

Le changement variable linéaire ¢t = zu, (x > 0) donne :
— too tafl 1 oo a, —~
fa(ac):/o £ dt=a /O U du = fola)fa(1)

2)a) On peut écrire : ‘ +Oomdt -1 +Oof dt‘ = ‘ o f(®) dt‘ <L +Oot|f(t)| dt = o(l)
o), ot 0 t+:c ~ 22, x

x x
+oo R 1 +oo
Donc, si f@)dt#£0, f(z) ~ - f(t)dt
0 0
b) Pour t > 0,z > 0, il vient (série géométrique) :
11 bV N ettty 1
ttz 14 L 7120( Ve + G0 g

c) Comme f € L C E, on sait que j?existe. De plus
Iy N L s
for= 3 GUr [ st + Rata)
k=0 ¥ 0

T 1

Ceci donne le développement asymptotique dans les puissances de % de f(ac) a l'ordre n.

N

avec :  |R,(x)

d) Lorsque f : t +— e~ ! (qui appartient & L), pour tout n € N, ¢+ t"e "t € L, et on a :
“+oo
/ the tdt =T(k+1) = k!
0

—~ no(_1\k1.1
Donc, pour tout n > 0 : flz)=>" % + 0(%)



EXERCICE 38

Soit k£ un entier naturel tel que k > 2.

E
A toute liste (p;)o<ick de nombres réels positifs ou nuls telle que Y p; = 1, avec py # 1, on associe le polynome :
i=0
k .
P(X) = piX'

=0
1) Montrer que la fonction polynéme P réalise une bijection de [0, 1] sur [po, 1].

2) On note F 'ensemble des solutions de 1'équation P(z) = x sur le segment [0, 1].
a) Montrer que F est non vide.
b) En discutant selon la valeur de P’(1), déterminer le nombre de solutions de cette équation.

3) On considere la suite (up)nen définie par ug = P(0) et la relation de récurrence w1 = P(uy).
a) Montrer que la suite (u,)nen est convergente.

b) A quelle condition a-t-on lim w, =17
n—oo

Solution :

k .
1) OnaP'(x) =Y ip;z"~! et comme py # 1, 'un au moins des p; est strictement positif et pour x > 0, on a P'(z) > 0.
i=1
La fonction polynéme P est une fonction continue strictement croissante de [0, 1] sur [P(0), P(1)] = [po, 1]

2)a) E n’est pas vide, puisque P(1) = 1.
b) Soit f: x — P(x) — . La fonction f est de classe C*° et pour x > 0 :
f'(@) = P'(x) =1, [f"(z) = P"(x) 20

Sur [0, 1], la fonction f’ est croissante de p; —1 < 0 & P’(1) — 1. Donc
e si P/(1) — 1 <0, la fonction f’ reste négative sur [0, 1] et f est décroissante de py vers 0 et est donc positive sur
[0, 1]. L’unique solution de I’équation P(x) = x est donc = = 1.
esi P'(1)—1 >0, la fonction f’ s’annule en o €10, 1] et f est décroissante sur [0, ] de py vers f(«) puis croissante
sur [a, 1] vers 0. Donc f(a) < 0, et comme py > 0, il existe a € [0, a] tel que f(a) = 0. Ainsi ’équation P(x) = x
admet deux solutions sur [0, 1], qui sont a et 1.

3)a) Par une récurrence immédiate, u,, € [0,1], pour tout n > 0 et par la question précédente on a : wn11 — Uy = f(Un).

esi P'(1)—1<0, f(u,) > 0; la suite (u,) est croissante majorée : elle converge vers le seul point fixe de P qui est
1.

e si P/(1) — 1 > 0, comme ug € [0,a], la fonction P étant croissante de [0, a] sur [pg, a] C [0, a], pour tout n > 0,
un € [0,a] et f(u,) > 0. La suite (u,) est donc croissante, majorée par a, elle converge vers I'unique point fixe de P
de [0, a] qui est a.

b) D’apres la question précédente, la suite (u,) tend vers 1 si et seulement si P'(1) < 1.
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EXERCICE 39

On note E I'ensemble constitué des fonctions f continues de R dans R vérifiant les deux conditions suivantes :
i) Pour tout (z,y) € R?, f(z +y) + f(z —y) = 2f(2)f(y),

i) Il existe au moins un réel = tel que f(z) < 1.

1)a) Déterminer un élément de E non identiquement nul.

b) Soit a un réel non nul, et f € E. On définit g par g(x) = f(ax). Montrer que g est élément de E.

Dans la suite de I’exercice, on suppose que f est un élément non nul de E.
2)a) Calculer f(0)
b) Comparer pour tout x réel les valeurs f(z) et f(—x).
c) Trouver une relation entre f(z) et f(x/2).
d) Montrer que pour tout réel z, on a f(z) +1 > 0.
3) On suppose dans cette question que f est un élément de F qui ne s’annule jamais (i.e. f(z) # 0, pour tout x réel).
a) Etudier le signe de f.

b) Soit a € R tel que f(a) < 1.
On définit la suite (uy,)n>0 par : pour tout n € N, u,, = f(2"a). Montrer que cette suite est convergente. Déterminer
sa limite.

c) La fonction f admet—elle une limite lorsque z tend vers +oo ?

Solution :
1)a) La fonction x +— cosz vérifie les deux conditions de 1’énoncé.
b) 1l vient :
g(x+y) + gz —y) = flax + ay) + f(ax — ay) = 2f(az) f(ay) = 29(2)g(y)
De plus, si f(xg) < 1, alors g(zo/a) = f(z¢) < 1, donc g € E.
2)a) En prenant x = y = 0 dans la relation i), il vient f(0) = £(0)2, donc f(0) =0 ou £(0) = 1.
Supposons que f(0) = 0. En prenant y = 0, il vient 2f(z) = 0, pour tout € R, donc f est identiquement nulle, ce
qui est exclu. Ainsi f(0) = 1.
b) En prenant x = 0, il vient, pour tout y € R, f(y) + f(—y) = 2f(y). Ainsi f(y) = f(—y) et f est paire.
)

d) Immédiatement f(z) 4+ 1 > 0, pour tout =z € R.

3)a) La fonction f est continue sur R et ne s’annule pas. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, elle garde un signe
constant sur R. Comme f(0) = 1, elle est donc positive sur R.

b) Soit a € R tel que f(a) < 1. Le relation 2. ¢) donne, pour tout n > 1 :
Up =2u2_ | — 1
Cette relation de récurrence est de la forme u,, = p(u,_1), avec p(z) = 222 — 1. Comme f(z) > 0 sur Rt et que

ug > 0, il en résulte que pour tout n € N, u,, > 0. De plus la fonction ¢ est croissante sur R* ; cela entraine que la
suite (u,) est monotone.

Enfin, uy < 1 et si on suppose u, < 1, U1 = 2u,21 —1<2x1—-1<1.
En résumé :
Pour tout n € N, on a 0 < u, <1 et la suite (u,) est monotone

Qu’elle soit croissante ou décroissante, on peut conclure qu’elle converge vers £ tel que £ = 2¢2 —1, soit £ € {1, —1/2}.
Donc la suite (u,,) tend vers 1.
c) Supposons que lim f(x) = A. En appliquant la relation i) avec y = a, et en passant a la limite lorsque x tend vers
I'infini, il vient o
22X =2Af(a)
Comme f(a) < 1, cela entraine que A = 0. Mais m11_>Ir01O f(z) = 0 entraine que lim u, = 0, en contradiction avec le

n—oo

résultat de la question précédente. Ainsi f n’a pas de limite en I'infini.
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EXERCICE 40
Si (uy,) est une suite réelle, on note [] uy le produit uyxugx ... xUy.
k=1

(1+a*), Un(a) = 50—
! I1(1+a?)

k=1

Pour tout a réel et n € N*, on pose :  P,(a) =

ﬁ,‘:ls

1) Discuter, en fonction du parametre a, I'existence de lim P, (a).

n—-+oo

2) Discuter, en fonction du parametre a, existence de lim U, (a).

n—-+4oo

3) Etudier la convergence de la série 3. U,(a) (on pourra écrire a®” = a®" 4+ 1 — 1).
n>1

“+o0
4)a) Etudier la convergence de l'intégrale I, = / U, (a)da.
1

b) Etudier la convergence, et calculer éventuellement la somme, de la série de terme général I,,.
2" —1
5)a) Montrer que P,(a) = a??. Retrouver ainsi les résultats de la question 1.
p=0

+oo
b) En déduire la somme de la série > Up,(a) lorsqu’elle converge.
n=1

Solution :
n
1) On sait que P,(a) > 0. En prenant le logarithme : In P, (a) = In(1+ an).
k=1
e Sijal <1,In(1+a2") ~a®" et lasérie 3" a2" converge. Donc la suite (P, (a)) admet une limite dans R.
e Sila|=1,In(1+ an) =1n2 et la série > In(1 + azk) diverge vers +o00. Donc la suite (P, (a)) tend vers +oo.
e Sijal > 1, In(1+ an) ~ 2% 1In|al et la série > In(1 + an) diverge vers +oo. Donc la suite (P, (a)) tend vers +oo.

n

2
2) OnaUpy(a)= ;(a)' Donc :

e Silal <1, lim U,(a)=0.
n—-4o0o

eSila|=1,Uy(a) =L — 0.

2™ n—oo

e Silal >1, Un(a)<% — 0.

1 1 - 1 1 -
3) Ona:U,(a)= — et: S, = Usla) = — L Ainsi:
) na (a) Pt P e 1}:2 w(a) - Alnsi

e Sila| <1, lim P, (a) = £4(a) et i Uk(a) =1— L
k=1 £(a)

e Sijal 21, limP,(a) = +oo et >, Ug(a) = 1.

k=1
2
4)a) Sin =1, Ui(a) = . i 5 n’a pas d’'intégrale convergente sur [1,+o0[. Pour tout n > 2, encadrement
a
1 a®” 1
o<V, < T <
< Unla) < 1+a2xl+a2 S 14a?
+oo
montre que U, (a) da existe.

1

n “+ o0 +oo p 400 “+ o0
b) Pour tout n >2: 3 Uk(a)da = > Uk(a)da = Lo — / L da
1

WV

k=21 1 k=2 1 Pi(a) Py (a)
e da e da 1 S e da fis
Or 0 < é/ = — 0, donc I:/ =L
L Pu(a) )i T 21 ,;::2’“ . 1+ad® 4
5)a) On procede par récurrence sur n :
e pour n =1, Pi(a) =1+ ad?,
2n—1 1 2n—1 n-1 N ontl_q
e supposons que P, (a) = > a®’. Alors:  Puyi(a) = Py(a)(1+a® )= 3 a? + 3 o242 = S g2
p=0 p=0 p=0 p=0
D’ou le résultat au rang n + 1 et la conclusion.
2n+1
b) On a donc : P,(a) = %
—a
¥ ) : __1
et sifal <1: nEIEmP7L(a) =1z

Ainsi: Y Uy(a)=1-(1-a?) =a?
k=1
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EXERCICE 41

2
On considere la fonction f : ]0,1[ — R définie par la relation f(z) = %nf
72—
1) Montrer que, pour tout n € N* :
1 n o rl 1
/ fl@)yde=->" / 22k Inz dz +/ 22" f(x) dw
0 k=1J0 0
apres avoir justifié, s’il y a lieu, la convergence des intégrales généralisées qui sont mises en jeu dans cette relation.
1
2) Calculer, pour tout k € N* / z?* Inx dx.
0
1
3) Mountrer que la suite (/ 2" f () da:)  converge vers 0.
0 ne
4) En déduire que la valeur de U'intégrale / f(z)dx est égale & la somme d’une série numérique (& préciser).
+oo 1 2 1
5)  On admet que Y, -5 = Z—. Calculer [ f(z)dx
k=1 k 6 0
Solution :
1) * La fonction f est continue sur |0, 1[ et prolongeable par continuité & droite en 0 et & gauche en 1.
Il s’ensuit que, pour tout n € N, la fonction & — 22" f(z) est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité &
droite en 0 et a gauche en 1.
Enfin, pour tout k& € N*, la fonction ¢ :  +— 22 Inx, est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité & droite
en 0.
Aucune intégrale généralisée (& improprement parler) n’est par conséquent mise en jeu dans la relation & établir.
i N ok-2 _ xP 1
* Soit n € N*. Pour tout x €]0,1[, > z**72 = T et donc
k= =
n
S 2 Iny = (22 — 1) f(x).
k=1
Il s’ensuit, par linéarité de 'intégrale, que :
1 n o rl 1
/ flz)dx=->3" / x%lnxdx—l—/ 22" f(x) dw
0 k=1J0 0
2) Pour tout k € N* :
1 2k+1 1 1
2k ; z 1 2k 1
" Inzdr = lim [7 lnx} — 7/ zrdr = ————-
A o+ L2k +1 ¢ 2k+1), (2k + 1)2
3) Notons f le prolongement par continuité de f sur [0, 1]. La fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle y est
bornée. Soit K un majorant de |f| : pour tout n € N :
1
[ s ae] = I/ i fwyae] < [ fwlar <k [
0
< 2n +1
1
On conclut d’apres le théoreme de ’encadrement, que la suite ( / 22" f(z) dm) N converge vers 0.
0 ne
4) En faisant tendre n vers 400 on conclut que la série > % converge et que
i1 (2k+1)
[rwar=$ 1
flz)dx = P T—
0 =1 (2k 4+ 1)°
5) Notons, pour n € N*, Q,, et S, les sommes partielles d’ordre n respectives des séries (convergentes) > % et

k>1k
D 1
is1 (2k +1)°
Pour tout n € N*, Qo401 =14+ 5, + %Q"' En passant a la limite quand n tend vers 'infini, on obtient

1 +o0 2 2
_ 1 _(1_W\m® ,_ 7
/of(@dx_kzl(zkﬂ)r(l D -1=%1
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EXERCICE 42
Soit f une fonction continue strictement positive de R dans R.

Pour a € R, on considere la fonction F, : R — R,z +— / ft)dt.

1) Montrer que F, est une fonction de classe C! strictement croissante sur R.
On suppose dorénavant que l'intégrale de f diverge en 4o0.

2)a) Montrer que pour tout a € R il existe un unique réel noté ¢(a) tel que :

p(a)
/ fit)dt =1.

b) Exprimer la fonction ¢ en fonction d'une primitive de f. En déduire que ¢ est de classe C!.
3)a) Montrer que ¢(z) > x pour tout z € R. Montrer que si zglfoof(x) = +o00, alors la droite d’équation y = z est
asymptote au graphe de ¢.
b) On suppose que f est une fonction paire. Montrer que la droite d’équation y = —z est un axe de symétrie du graphe
de .
4) On pose f(r) = exp(x?). Montrer que f vérifie les hypotheéses de I'introduction. Préciser I'asymptote et I'axe de
symétrie du graphe de ¢ et représenter graphiquement cette fonction.

Solution :

1) F, est de classe C! comme primitive d’une fonction continue et F, = f est continue donc F, est de classe C!. La
dérivée vérifie F/(z) = f(z) > 0 donc Fy, est strictement croissante sur R.

2)a) Comme l'intégrale de f diverge en +oo0, lirf F.(z) = +oo.

w(a)
Par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & Fy, il existe un unique réel p(a) tel que / f@)dt =1.
a

b) Notons F = Fy. On a pour tout a € R, F(p(a)) — F(a) = 1. Comme F est de classe C* de dérivée strictement
positive, F~! existe et est de classe C'.

On a alors ¢(a) = F~1(F(a) + 1). Ainsi ¢ est de classe C! comme composée de fonctions de classe C?.
()
3)a) Comme f est positive et que / f(t)dt =1, il est clair que p(z) > =.

Soit A > 0 et M > 0 tels que pour x > M, f(z) > A. Alors pour a > M, on a :
»(a) v(a)
1:/ f(t)dtzl}/ M dt = M(p(a) — a).
1

On a donc ¢(a) —a < R Ceci montre que HIJP (p(z) —x) = 0 et que la droite d’équation y = x est asymptote
r—T00

au graphe de f.

f(t)dt = 1. Par parité, on a / f(t)dt =1, donc p(—p(a)) = —a. Or les points (a, p(a))
—¢(a)

et (—p(a), —a) sont symétriques par rapport a la droite y = —z, d’ott le résultat.

p(a)
b) Soit a > 0. Ona/

a

4) Tl est clair que f : z — exp(t?) vérifie les hypotheses du 1. De plus c’est une fonction paire, son intégrale diverge en
400 et elle tend vers +oo. Cette fonction est donc strictement croissante et admet y = —x comme axe de symétrie.
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EXERCICE 43

On se donne une suite (a(n)),en d’éléments de N* et on pose p(n) = > a(k).

k=0
On appelle (uy,)nen une suite décroissante de réels positifs.
1) Montrer que ¢ est une injection croissante de N dans lui-méme.
On pose dans toute la suite et pour tout n € N,
»(0) p(n)
Un = (N)Ugn), wo = Y, ug et pour tout n € N*, w, = > U
k=0 k=p(n—1)+1

2) Montrer que > u, et > w, sont de méme nature.

3) Montrer que si Y u,, converge, il en est de méme pour »_ v,.

4) On suppose qu’il existe M € RT tel que pour tout n € N, le rapport a(n) soit inférieur ou égal a M.
«@

(n—1)

Montrer que si v, converge il en est de méme pour > u,.

5) On pose a(n) =2" et u, = %7 BeR.
n(lnn)
Montrer que Y u, converge <= > 1.
1

6) On pose a(n) = (nh)™ et u, = AR
a) Montrer que ((¢(n))nen est équivalente & (a(n))nen
b) Montrer que (ln(a(n)))neN*

c) Etudier la convergence de > v,,. Conclusion ?

est équivalente & (n?Inn),en-.

Solution :
1) p(n+1)—en)=a(n+1) >0 donc ¢ est strictement croissante donc injective.

2) Notons respectivement U,, et W), les sommes partielles de » u, et ) w,. Alors W,, = U,,. Si (Uy,) converge la
suite extraite (W),) converge donc Y wy, converge.

o0

Inversement si ) | w,, converge alors Uy,(,) = W, < W ot W = 3 w,. Comme la suite (U,) est croissante et quune
n=0

sous-suite converge, elle converge.

3) Comme la suite (u,) est décroissante, on a :

w(n)
Wy = > up = a(N)Uy(n) = Up.
k=p(n—1)+1
Comme Y w,, converge, v, converge.
4) Par un calcul analogue, on obtient :
®(n) a(n)
Wy, = U < a(n)uyin1) < ——~Up_1 < Mv,_1.
n k:¢(§1>+1 (Mo < T =7y "

La convergence de Y v, entraaccent” 5Eme celle de > w, et donc celle de > uy,.

1 1
5 1 — .
) Onav 2" @M’ ~ nP[n2)?

Par la regle de Riemann, cette série converge si et seulement si § > 1.

6)a) Pour k < n, on a (k)* < ((n — 1))"~!, donc
B < n((n— D)L < ()t = Lann = o((n)).

Donc
o(n) = (n)™ + o((n!)™) ~ (n!)™.
b) Comme ¢(n) tend vers +00, on a :
In(p(n)) ~ In(a(n)) soit n?Inn ~ In(a(n)).
c) Parle 5., > u, diverge.
a(n) N 1 |
o(n)In(p(n)  In(a(n)) nlnn

Par ailleurs, v,, = donc Y v, diverge.

Ainsi la réciproque du 3. n’est pas toujours vérifiée.
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EXERCICE 44

On définit les deux fonctions :
¢ :]0,27] — [0,27],t — @(t) =t —sint;
¥ :[0,27] = R,t— (t) =1 — cost.

1)a) Montrer que ¢ est de classe C! strictement croissante de [0, 2] dans [0, 27]. En déduire que sa fonction réciproque

¢~ ! est continue sur [0,27] et dérivable sur 0, 27].

On pose f :[0,27] — R,z — f(z) = op~i(x).
b) Montrer que f est continue sur [0, 2], dérivable sur |0, 2.
c) Dresser le tableau de variation de f. Montrer que la droite d’équation = 7 est axe de symétrie de la représentation
graphique de f. Calculer lim+ f(x).
x—0
d) Représenter graphiquement f.
27
2)a) Calculer f(z)dx, ou f désigne la fonction définie au 1.
0
b) On pose g(z) = %f(x) pour z € [0,27] et g(x) = 0 sinon.
Montrer que g est une densité de probabilité.
Calculer 'espérance d’une variable aléatoire de densité g.

Solution :

1)a) On a ¢'(t) = 1 — cost pour z € [0,27]. De plus ¢’ est continue, donc ¢ est de classe C!.
Comme 1 — cost > 0 pour t €0, 27| et que ¢ continue & droite en 0 et & gauche en 7, elle est strictement croissante
sur [0, 27].
On en déduit que sa fonction réciproque ¢~
car ¢’ ne s’annule pas sur cet intervalle.

L est continue sur [¢(0), p(27)] = [0,27]. Elle est dérivable sur |0, 27,

b) Par composition, f est continue sur [0, 27|, dérivable sur |0, 27].

c¢) On a pour z €]0,27[, f'(z) = ¢' (¢~ (x))¢'(z) = sin(p~(z))(1 — cos ).
Comme ¢~ !(z) > 0 pour z € [0,7] et o~ (z) < 0 pour = € [r,27] et que 1 — cosz > 0 sur |0,27[, f/(z) > 0 si et
seulement qi = € [0, 7].

De plus f(2m — z) = f(x) donc la droite d’équation = = 7 est axe de symétrie du graphe.
. o1 “1y V(" (x))
Ona f(z) = ¢'(¢7 (2)(¢™ ) (z) = 7= =%

¢' (¢~ (@)
/ .
On a w,éug =1 St 5 % qui tend vers +oo quand u tend vers 0.
o' (u —cosu (0

Or lim ¢ Hx) = 0 donc lim f'(x) = +oc.
On en déduit que le graphe de f admet une tangente verticale en 0.

d) La représentation graphique est maintenant sans difficulté (la courbe obtenue s’appelle une «arche de cycloide »).

2)a) En effectuant le changement de variable x = ¢(t), on obtient :
2m 2m

2m
(z)dx = P(t)p'(t) dt = / (1 — cost)?dt = 3.
0 0 0

b) La fonction g est continue positive sur R et on a clairement

/O%g(m) do = /+Oog(w) do = 1.

—00

On obtient ainsi une densité de probabilité dite cyclodique.

Avec le méme changement de variable qu’au 2. a) on a :

B0 = [ eg(orde = g [ oout 0 d

1 (t —sint)(1 — cost)? dt

:3—’”_0

En enlevant les termes dont l'intégrale est clairement nulle pour des questions de périodicité, on obtient :

2m
E(X) = %/ (t —2tcost + tcos? t)dt = 1.
0
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EXERCICE 45

Un immeuble de p étages est équipé d’un ascenseur ; n personnes montent dans I’ascenseur au rez de chaussée et descendent
chacune a un étage au hasard et de fagon indépendante.

On note X la variable aléatoire égale au nombre d’arréts de ’ascenseur.
1) Déterminer la loi et espérance de X dans les cas suivants :

a) danslecasp=2et n > 2;

b) dans le casn =2 et p > 2.
2)  On revient au cas général.

eme

Pour 1 <i<petl<j<n,onnoteY;; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le j*"° passager descend au jeme

étage et la valeur O sinon.

eme

Pour 1 <7 < p, on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si ’ascenseur s’arréte au :“" étage et la valeur

0 sinon.
a) Déterminer les lois des variables Y; ; et X; .
b) Calculer E(X) et V(X).
c) Calculer la probabilité P(X =1).

d) On note S’ le nombre de surjections d'un ensemble de cardinal @ sur un ensemble de cardinal b. Donner la loi de X
en fonction des nombres S2.

min(n,p) p— 1

e) En déduire : > (k 1)Sﬁ:p”—(p—1)”.
k=1 -

Solution :

1)a) Dans le cas ol p = 2 et n > 2, on a X () = {1,2}. L’événement (X = 1) correspond au fait que les n personnes
descendent au méme étage, et il n’y a que deux étages. Donc :

px=1=2"=_L;, Px=2=1-Px=1)=1-_1

2 277,717 277,71
Un calcul immédiat donne : E(X) =2 — (%)nfl, V(X) = (%)nf1 - (%)27%2

b) Dans le cas ot p > 2 et n = 2, on a X(Q) = {1,2}. L’événement (X = 1) correspond au fait que les 2 personnes

1

descendent au méme étage, et il y a p étages. Donc:  P(X =1) = p( )2 = %, P(X=2)=1-P(X=1)= }%

=

Un calcul immédiat donne : E(X) = %, V(X)= p = 1
D

2)a) La variable aléatoire Y; ; suit la loi de Bernoulli B (%), et a7 fixé, les variables Y; ; (j € [1,n]) sont indépendantes.

Ainsi: P(X;=0)= P( ,rjl(yivj - O)) - (1%1)"

Aussi, X; suit la loi de Bernoulli B(1 — (pp%l)n)

)
b) On sait que X = > X;.

=1
p _ P
Donc: E(X)= 3 E(X;)=p(l- (p—l)”) et V(IX)=YV(X)+2 Y Cov(Xy, Xp)
i=1 p i=1 1<i<k<p
La variable X; X} suit une loi de Bernoulli. Calculons son parametre :
PX; X,y =0)=P(X;=0)+P(Xx,=0)— P(X; =0N X, =0)
n

avec : P(Xi:OrWXk:O):P( N(Yi; =0)N (Yip = )):(1%2)71

j=1
Donc: P(X; Xy =0) = 2(1); l)n - (p;Q)n. Ainsi :
p_ln p_2n p_ln p_2n p_an
B(XiXy) = P(X; X, =1) =1-2( ) = ( )" et Cov(Xi, Xp) =1—2( ) = ) -1 -(—)"]
p p p p p
n—1 1\ _ _ 1)2n n—1 _ _9\n
On termine le calcul et il vient : V(X) = =)= 1)2n_—21— P (p-Dlp=2)
p
¢) Un raisonnement identique & celui de la premiere question donne : P(X =1) = p(%)n = (%)n_l.
d) On sait que X (Q2) = [1, min(n, p)]. Pour obtenir '’événement (X = k), on doit choisir k étages parmi les p possibles,

P\ gk
puis I'une des S¥ surjections des n personnes sur ces k étages. Ainsi : P(X = k) = (’“)Tn

e K(Q)S) _

e) Comme E(X)=
k=1 "

—1\n -1
p(l — (%) ) et comme k(Z) = p(z B 1), il vient finalement :

min(n,p) p—1 X
X (ko)s=r ooy
k=1
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EXERCICE 46
Soient N et X deux variables aléatoires discrétes définies sur le méme univers €, telles que N(Q) C N, et que pour
k € N(f2), la loi conditionnelle de X sachant (N = k) est la loi uniforme sur {0, 1, ..., k}.
On note, pour k € N | p, = P(N = k).
1)a) Déterminer la loi du couple (X, N) en fonction de la loi de N.
b) Donner, sous la forme d’une somme faisant intervenir les py, la probabilité P(X = i), pour ¢ € N.
c) Montrer que (N — X)(Q2) C N et que N — X suit la méme loi que X.
2) On suppose dans cette question qu’il existe n > 2 vérifiant Vk > n + 1,px = 0 et Vk < n, pr > 0.
a) Justifier 'existence des espérances et variances de N et de X et de la covariance de N et X.
b) Trouver une relation entre E(N) et E(X), puis entre V(N) et Cov(N, X).

c) Calculer Cov(N, N — 2X). Les variables N et N — 2X sont-elles indépendantes ?

3) On suppose dans cette question que pg = p; =0 et Vk > 2,pp = m
a) Déterminer explicitement la loi du couple (X, N) et la loi de X.
b) Les variables X et N admettent-elles une espérance ?

. 1 1 .
c) Montrer que les espérances E(ﬁ) et £ (N7+1) existent et les calculer.

Solution :
1)a) Pour i € [1,k], on a :

P(X=iNN=k)=P(X =i/N=k)P(N = k) = L&
Sinon, P(X =iNN =k) =0.

b) Immédiatement, pour tout i € N :

P(X=i)=k§:)0 (X:mNzk)zé D

¢) Comme P(X — N < 0) =0, on peut dire que (N — X)(©2) C N. Enfin, pour tout ¢ € N :

P(N—X:z'):gp(]\f:kmxzk—i):é Pk — p(X =)

Ainsi, X et N — X suivent la méme loi.
2)a) Les variables aléatoires N et X prennent un nombre fini de valeurs, ce qui assure l'existence de leurs moments.
b) De plus
E(N-X)=E(X) = E(N)=2E(X)
V(N-X)=V(X) = V(N)=2Cov(N,X)
c) On a Cov(N,N —2X)=V(N) —2Cov(N,X) =0.
et
P(N=1)=p >0, P(N-2X=2)>P(X=0NN=2)=E>0
Comme (N =1)N (N —2X = 2) est impossible, il vient :
0=P(N=1NN-2X=2)#P(N=1)P(N —2X =2).
Les variables aléatoires NV et N — 2X ne sont pas indépendantes.
3)a) Pour i € [0,k] et k> 2, 0on a:

) 1/2 1/2 .
P(X:ZQN:]{;):(k_l)]i(k_i,_]_):kil_%+k'{‘17oumleux:
— ) — 1 _1 1 1
PX=inN =k = (k—1)k(k+1) _5((kf1)k_k(k+1))

Sinon, P(X =iNN =k) =0.

On a, par télescopage :

—

PX=0)= PO =1)= 3 ooty ~ b

et pour tout ¢ > 2 :

) — 3 1 __ 1
PX=0= 2 G- wir )~ 26-1

b) La série harmonique étant divergente, les variables aléatoires N et X n’ont pas d’espérance.

c) Comme ﬁ ~ %, les variables aléatoires < ﬂ_ T et N%ﬁ— 1 admettent une espérance, et :
n— 1)n(n n
1 1,1, < 1 1
E =+ = =z
(X+1) 4+8+Z¥22(i—1)i(z+1) 2



EXERCICE 47

On consideére une urne contenant des boules jaunes, noires et bleues en proportions p, g et r respectivement. On effectue
dans cette urne des tirages successifs d'une boule avec remise jusqu’a obtention pour la deuxieme fois d’une boule bleue.
On note X le nombre de tirages effectués et Y le nombre de boules jaunes obtenues lors de cette série de tirages.

1)

2)

3)
1)

Montrer que la probabilité de n’obtenir qu’au plus une boule bleue au cours d’une infinité de tirages est nulle. Qu’en
déduit-on 7
Préciser la loi de X.
. , - S R AW? 1
Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel a vérifiant |a| <1, > Q" = ———.
k=0~ T (1—a)*
N
(On pourra étre amené a calculer lim (1 —a) > (k Tt 1)a’“.)
N—oo =0 n+1
Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y), en déduire la loi de Y.
Ecrire un programme Pascal permettant de simuler cette expérience et donnant X et Y.

(On pourra utiliser la fonction random qui renvoie une valeur réelle au hasard entre 0 et 1.)

Solution :

1)

2)

3)

4)

Notons Ag I’événement «ne pas obtenir de boule bleue », pour tout & > 1, Ay I'événement «obtenir une premiere
boule bleue au k-ieme tirage», et A ’événement «obtenir au plus une boule bleue ».
o0

On peut écrire A = |J Ay, cette réunion étant disjointe. On a donc : P(A) = > P(Ag)

kEN k=0
Pour tout k& > 1, soit By l’événement «ne pas obtenir de boule bleue avant le k-ieme tirage». La suite (By) est

o0 o0
k
décroissante et Ag = Bg. Ainsi: P(Ag) =P By) = lim P(By)= lim (219 Y=y
Le raisonnement pour tout Ay ( avec k > 1) est identique. Ainsi, pour tout k > 0, P(A;) = 0 et P(A) = 0.
On en déduit que X est une variable aléatoire, avec X () = [2, +oo[, et pour tout k > 2 :
P(X =k) = (k= 1)r?(p+q"?

Effectuons une démonstration par récurrence sur n.

o]
e pour n =0, on a Zak:#.

= 1—a
e supposons le résultat vérifié pour un certain rang n. Alors :

N ok+n+1 N k+n+1 N k+n+1
s 8 (T o= 5 (T et 5 (1 e
= n+1 =0 n+1 =0 n+1

S S () (I (R T

S (e (R = £ (e (T
% (k—f—n

5 1 , S .
n )a = 7(1 gy par I’hypothese de récurrence et

(k+N+1)aN+1N (N+1)*

N+1 :
N+1 o ¢ :>NLHEOO( N+1

' N 1 x 1

Donc : HEIEOO(I —a) kZ::O (k“;i"{ )ak - W donne : kZ::O (k+n+ )ak — %

Ce qui est bien le résultat attendu au rang n + 1.

e si{>k—1,onaP(X=kNnY =1¢)=0.

e si{<k—2omaPX=knY=0=(k-1r("2)pldF 2"

Le coefficient (k — 1) correspond & I’emplacement de la premiere boule bleue, 72 est la probabilité d’obtenir 2 boules

bleues a des rangs donnés, (k Z 2) pfq* =27 est la probabilité que les places restantes soit occupées par des boules

jaunes et noires en nombres adéquats.
Comme Y (Q) = N, il vient, pour tout £ € N

PY=0="PX=knY=0= S (k- 1)7“2<k . Q)pqu—2—€
kEN k=¢+2
e k—1\ 5 _o_ X (k+l+1
= r2pt +1 =2t 41
Une proposition de programme

Program bleu;

2, ¢
F=(140) 2

Var x,y : integer; p,q,a : real;

Begin
readln(p,q) ; randomize; x :=0; y := 0;
repeat a := random; If a>= 1-q then y := y+1; x := x+1 until a <= p;
writeln(x,y) ; readln

end.
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EXERCICE 48

1) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) et suivant une loi géométrique de parametre
p, avec 0 < p < 1.
Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général u,, ou :
P(X >n)
Uy = ———+~
P(X =n)
2) Soit Y une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, .4, P) suivant une loi de Poisson de parameétre k,
avec k > 0. Etudier la convergence et déterminer la limite éventuelle de la suite de terme général u,, ol :
P(Y >n)
Uy = ——~
P(Y =n)

o0

3)a) On pose w, = Y %
j=nJ
Déterminer un équivalent de w,, de la forme %, ou C et a sont deux constantes que ’on calculera.
n
. . . oy X . . (. P(Z>n) ..
b) Déterminer une variable aléatoire Z & valeurs dans N* telle que la suite de terme général u,, = W diverge
=n

vers l'infini.

4) Soit x un élément de R U {—o0, +00}. Discuter I'existence d’une variable aléatoire T telle que la suite de terme
P(T >n)

admette comme limite x.
P(T =n)

général u,, =

Solution :
n

o0
1) Onsaitque: P(X >n)=p . ¢* = 1pq = ¢" (on peut aussi se contenter de dire que, dans le modele du temps
k=n —q

d’attente d’un premier succes, (X > n) est réalisé si et seulement si on commence par n échecs).

Donc :
P(X>n):g
P(X=n) P
2) On sait que
S Ev k k>
V>m= e~ it ey T
k,n+1 K o0 k i kn+1 K 1
Swent (B T aeoe o)
pour n tel que n > k — 2, d’ott :
k n+2
O<U”<n+1xn+2—kn::oo

3)a) En utilisant une comparaison série—intégrale, on peut écrire par décroissance de la fonction ¢ — t% :

+o0 S +o0
[ 4<Sh< 4
n t k=n k n-11

gwngﬁ

soit :

Ainsi w, ~ 1
n

b) Soit Z une variable aléatoire, & valeurs dans N*| telle que pour tout n > 1

PZ =)= 4
- n
la constante ¢ étant déterminée par le fait que > -5 =1 (on peut savoir que ¢ = %)
n=1"T '/T
1/77, n
On a alors : u, ~ 5 =~ — +00.
c/n € n—oo

4) Six <0, c’est impossible, puisque l'on travaille avec des probabilités.
Six > 0, c’est possible comme le montrent les questions précédentes, puisque, lorsque p décrit ]0, 1[, alors g/p décrit
10, +o0].
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EXERCICE 49

1) On définit la fonction f sur R par :
fa) = { le-1lol) size[-2,2)

0 sinon
a) Montrer que f est une densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

b) Determiner E(X) et V(X).

2) Soit Y une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1,1] et Z une variable aléatoire & densité, indépendante
de Y, telle que X =Y + Z. On note Fz la fonction de répartition de Z.

a) Montrer que : Vo € R, Fz(z + 1) — Fz(x — 1) = 2f(x).
b) Déterminer Fz et en déduire la loi de Z.

3) Soient U et V deux variables & densité indépendantes de Y telles que les variables Y + U et Y 4+ V suivent la méme
loi de densité g. On note Fy et Fy les fonctions de répartition de U et V et on pose & = Fyy — Fy .

a) Montrer que ® est une fonction continue sur R, 2-périodique, et étudier ses limites en +00 et —oo.
b) Conclure.

Solution :

2
1)a) On vérifie de fagon immédiate que la fonction f est continue sur R, positive et que / f(t)dt = / ft)dt =1 (aire
R -2
d’un triangle ...).

b) L’espérance E(X) est nulle, car la variable X est bornée et la fonction f est paire. Un calcul simple donne
E(X?) =V(X)= 2.

3
2)a) On sait, par le cours, que :
+oo 1 41
flx)= fy@—=t)fz(t)dt = 5/ fz(t)dt
—co z—1

= L(Fz(x+1) = Fy(a - 1))
(car -1<z—t<l<=z—-1<t<z+1).
b) La relation précédente permet de dire que pour tout x réel :
Fy(z) = Fz(x —2) 4+ 2fz(x — 1)
et 2<r—1<2«<= —-1<z<3.
x < —1, fz(x — 1) =0, donc Fz(z) = Fz(x — 2). Par récurrence, pour tout n € N, Fz(x) = Fz(x — 2n). Donc
Fz(z)= lim Fz(z—2n)=0

n—-+4oo

e si-1<z<1, Fya—2)=0et fe—1) =12+ (@-1) =241

e siz>1, Fz(1) < Fz(x) < 1. Donc Fz(z) = 1.

On voit donc que Z suit la loi uniforme sur [—1,1].

3)a) On a de méme, pour tout z réel
{ Fy(z+1) = Fy(z — 1) = 29(x)
Fy(z +1) — Fy(z — 1) = 2g(x)
Donc, pour tout réel x
Pz +1)—P(x—1)=0
ce qui signifie que ® est 2 périodique. Il est évident que ® est continue, puisque Fy, Fy le sont. Enfin
lim ®(z)= lim (Fy(z)— Fy(x)=0
liT O(z) = 1ir4r_1 (Fy(x) — Fy(x) =0
b) La fonction ® étant 2-périodique, on obtient, pour tout réel z, par récurrence, que ®(x) = ®(z — 2n). Donc

O(z) = HEIEOO ®(x—2n)=0

La fonction ® est identiquement nulle, donc Fyy = Fy . Les variables aléatoire U et V suivent la méme loi.
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EXERCICE 50
Soit T' une variable aléatoire positive définie sur un espace probabilisé (2, B, P), de fonction de répartition F' et de densité
f continue.
1) Montrer que pour tout u > 0 :

t+u
1 _ 1 1
Lp<T<tiu/T>1)= 1_F(t)xu/t F(s)ds

En déduire que :

. t
ili%%P(t<T<t+u/T>t):1f(7F)(t)
On note désormais hp(t) cette limite.
2) On suppose dans cette question que T suit la loi exponentielle E(N).
a) Calculer hp(t).
b) On suppose que la fonction hr est constante (pour tout ¢, h(t) = C). Montrer que T suit une loi exponentielle.
3) On suppose dans cette question que 77,75 sont deux variables aléatoires indépendantes, avec pour ¢ = 1,2, T; suivant
la loi E(A;).
On pose T = sup(Th, Tz).
a) Déterminer la loi de T.
b) Déterminer hr en fonction de hr, et h,.
c) Etudier les variations de A dans le cas olt A} = Aq.

Solution :
1) On peut écrire :
P(t<T <t+u)N(T >1))
P(T >1t)
Pt<T<t+u)
P(T > 1)
t+u

— 1 1
_17F(t)xﬂ t f(z)dx

t4u t+u
%/t f(s)ds — f(t) = %/t (f(s) = f(¥)) ds

La fonction f est continue en ¢ :
Ve> 0,36 >0telque|s—t| <d = |f(s) — f(t)] <e.
Choisissons u tel que |u| < 0. Alorst < s<t4+u = 0<s—t<det

’i/ttﬂ(f(s) 7)) ds| < =

2)a) Si X suit la loi exponentielle £(A), il vient immédiatement :

hr(t) = % =\

%P(t<T<t+u/T>t):

X

L= 2=

X

Or :

b) Réciproquement, supposons que hp(t) = % =C>0.

Comme % (1—F(t)) = —f(t), il vient pour un certain A € R :
—In(1— F(t)) = Ct+ A, soit 1 — F(t) = e e ¢
Pour ¢t = 0, on obtient e~ = 1, donc
ft)=Ce ¢t
ce qui signifie que X suit la loi exponentielle £(C).
3) Posons T = max(Ty,T). Alors :
a) P(I'<t)=P((Ty <t)N (T2 < t)) = P(Ty < t)P(T3 < t) = Fi(t)F»(t). Donc
Ft)=P(T <t)=(1—e M)(1—e )
b) Un calcul élémentaire donne :
Ale_ht + )\Qe—Agt _ ()\1 + )\2)6—(>\1+)\2)t

hr(t) = P YU PO P Y I
C) Si)\lz/\2=>\,
PRV
hr(t) = 2)‘% — ngt

Cette fonction est dérivable et :

La fonction At est donc croissante avec le temps t.
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EXERCICE 51
Soit X une variable aléatoire réelle & densité définie sur un espace probabilisé (2, B, P) de fonction de répartition F'. On
dit que X est symétrique si pour tout intervalle I C R, on a :
P(Xe-I)=P(X el
ouw —I={-z/xzel}
1) Montrer qu'une variable aléatoire X est symétrique si et seulement si pour tout x réel, F(x) =1 — F(—x).

Dans toute la suite X désigne une variable aléatoire symétrique.
2)  Soit € une variable aléatoire réelle, indépendante de X définie par :
Ple=1)=p, Ple=-1)=q¢q=1—p, avec0<p<1
a) Montrer que X et Y = X suivent la méme loi.

b) On suppose que X admet un moment d’ordre 2. Calculer E(XY), puis 0(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Quand
a—t-on o(X,Y)=07?

3) Pour tout ensemble A, on définit la variable aléatoire 14 par :

1 sized
La(2) = {
al@) 0 siz¢g A
On définit une variable aléatoire Z par :
Z=1{w ) x>0} — Lw / X(w)<0}
a) Déterminer la loi de Z.

b) Déterminer les lois des variables aléatoires X2 et ¢ X2, puis calculer (X, Z|X|).

Solution :

1) Si X est une variable aléatoire symétrique, prenons I =]z, +oc[, ou [z, +0o0[. On a alors —I =]—oc0, —x[ ou |—o0, —x]
et: F(I)=P(Xel)=P(X >2)=1-P(X <)
F(-I)=P(Xe-I)=P(X < —x)
Donc: F(I)=F(-I)«<— P(X<z)=1-P(X < —z),ouF(z)=1-F(-x)
Réciproquement, supposons que pour tout x € R, F(z) =1 — F(—x).
e si [ =]x,4o0], alors P(X > z) = P(X < —z) ou F(I) = F(-1I).
esi ] =Ja,b], alors F'(I) = P(X € [a,b]) = F(b) — F(a) et
F(-I)=P(X € [-b,—a]) = F(—a) — F(-b).
Mais F(b) — F(a) =1 — F(=b) — 1+ F(—a) = F(—a) — F(-b), d’ou le résultat.

(
2)a) Pour tout a réel : P(eX <a) =P(X <a)N(e=1)+P(X =2 —a)N (e =—-1)) = pF(a) +qF(a) = F(a) =
P(X < a)

Donc X et eX ont méme loi.
b) Calculons la loi de X2. Evidemment, si a
P(X? <a)=P(—/a
Calculons la loi de e X2.

P(eX? < a) = P((X2 < a)N (e = 1)) + P((X2 > —a) " (e = —1))

(X?2<a)=0etsia>0:

(Va) - F(—/a) = -1+ 2F(\/a)

=
A NS
B
[
!

Donc
e sia<0, P(eX? <a)=2q(1—-F(v=a))
e sia>0, P(€X2 <a)=p2F(ya)—1) +q

L’espérance de eX? est
0

+oo
BeX?) =2 | W / SVt = -2 /

+oo +oo
u? f(u) du + 2p/ u? f(u) du
0

—+o0

+oo
—2(p—q) / W f(u) du = (p— q) / W f(u) du = (p— q) E(X?)

Ainsi, comme f est paire, E(eX) =0cet o(X,Y) = (p — ¢)E(X?) = 0 si et seulement si p = ¢ = 1/2.
3)a) Comme P(X = 0) =0, il vient P(Z =1)=P(X >0) = P(-X < 0) = P(Z = —1)

Donc: P(Z=1)=P(Z=-1) :%
b) On a
ZIX| = X1 (x>0) = X[ 1(x<0) = X1 (x>0) + X 1(x<0) = X
Donc

E(Z|X|) = E(X) =0 et o(X, Z|X]|) =0
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EXERCICE 52

On cherche a estimer le nombre d’étudiants en France connaissant la signification du sigle URSSAF. Pour cela, on interroge
des étudiants. A chacun, on propose trois définitions différentes A, B et C, la réponse correcte étant la réponse A.

Soit @ la probabilité pour qu'un étudiant connaisse la réponse correcte.
Tout étudiant connaissant la réponse correcte la donne, sinon il choisit au hasard une des trois réponses proposées.

1)a) Calculer les probabilités P, Pg et Po qu'un étudiant interrogé donne respectivement les réponses A, B ou C.
Exprimer 0 en fonction de Py.

b) Quelle est la probabilité qu'une personne ayant choisi la réponse A connaisse réellement la signification du sigle

URSSAF 7

2)a) On veut faire une estimation du parametre 6. Pour cela, on constitue dans la population n groupes de 30 personnes
qui seront interrogées par un enquéteur.

Pour 1 < i < n, on note X; la variable égale au nombre de réponses A obtenues dans le groupe 1.
X1+ + Xy

On suppose les X; mutuellement indépendantes et on pose Z,, = 30m

Déterminer la loi de Z,,.
Déterminer, a partir de Z,, un estimateur sans biais 7;, de 8. Cet estimateur est-il convergent 7

b) On pose T, 35 %
3
Montrer que pour tout € > 0, P(|T,, — 0] > ¢) < Tk
ne
On dit que T}, converge en probabilité vers 6.
3) Soit (x1,x9,...,x,) une réalisation de I’échantillon (X7, Xa,...,X,). Dans cette question, on cherche & estimer
P4 = p, puisqu’alors, on pourra en déduire une estimation de 6.
Pour tout p dans [0,1] on définit la vraisemblance au point p par la fonction L telle que : L(z1,...,z,,p) =
H P(X) = wx).
On suppose (1,22, ..., T,) fixé dans [1,30]".
Etudier les variations de la fonction partielle f : p — In(L(x1, ..., 2,,Dp)).
n
Montrer que cette fonction passe par un maximum pour p = ﬁ > .
i=1
o Xa e+ X s . )
On dit alors que 'estimateur Z, T est 'estimateur du maximum de vraisemblance pour p.

Solution :

1)a) Notons F I'événement «1’étudiant connaaccent”5Eit la réponse exacten, et R4, Rp, Rc les événements «’étudiant
répond Ay (resp. B, C).

Ainsi pa = P(Ra) = P(Ra/E)P(E) + P(Rs/E)P(E) = 0 + La-6) =142 donc g = 2a—1
Et:  pp=P(Rp) = P(Rp/E)P(E)+ P(Rp/E)P(E) = (1 —0) =pc
b) On a :

P(RA/E)P(E
P(B/Ry) = TAERITIE) - (3,
2)a) Les (X;) forment un échantillon indépendant et identiquement distribué. Ainsi Z,, étant une fonction des (X;), est
un estimateur. On a E(Z,) = E(X;). Or X, suit la loi binomiale B(30,p4). Donc
E(Zn) =pa = 1+—329
_ 37,
2

E(T,) = 0,V(T,) = §V(Z,) = 30“&0075”‘) < d e Jim V(T,) =0

Aussi Z,, n’est pas un estimateur sans biais de #, mais T, , vérifie :

donc t, est un estimateur sans biais convergent de 6.
(on a utilisé la relation bien connue : p € [0,1] = p(1 —p) < i)

b) Soit € > 0. L’inégalité de Cebicev donne :
P(T, — 6] > ) < T3 <

n 730 Y
3) Ona: L(xl,...,xn,m:kn (5 o1 = py2os

et : I p»—>ln(H (32))+ixklnp+ Z(30—xk)ln(1— D)

k=1
. . 1 n n 1
Ainsi : = 30 —xy) = 7( Ty — 30np)
o) = p Z:: pkz::1( p(1—p) kZ::1
Z T
Et f passe par un maximum en p = =L
30n
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EXERCICE 53

Une urne contient N jetons numérotés 1,2,...k (3 < k < N), pour tout ¢ € [1, k], on note n; le nombre de jetons portant
le numéro i et p; = %
Soit n € N*; on effectue dans cette urne n tirages successifs d’un jeton avec remise.

1) Pour tout i € [1, k], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de jetons tirés portant le numéro i.
Déterminer la loi de N;, son espérance et sa variance.

2)a) Pour (i,7) € [1,k]? tels que i # j, déterminer la loi de N; + Nj, son espérance et sa variance.

b) Calculer Cov(N;, N;) et vérifier que le coefficient de corrélation de (NN;, N;) est bien entre —1 et 1. Dans quel cas
vaut-il —1 7 Que pensez-vous de ce résultat ?

3)a) On pose Z, la variable prenant pour valeurs le nombre de numéros qui ne sont pas sortis. Calculer, sans passer par
sa loi, 'espérance E(Z,,) de Z, et calculer lirf E(Z,).
n—-—1+0oo

b) Comparer P(Z,, > 1) et E(Z,) et montrer que liI_"I_l P(Z,=0)=1.

Solution :
1) Pour tout ¢ € [1, k], la variable aléatoire N; suit la loi binomiale B(n, p;). Ainsi E(N;) = np; et V(N;) = np;(1 —p;).
2)a) On a (N, + N,;)(2) = [0,n] et, pour tout k € [0,n] :

k
P(N;+N;=k)=> P(Nyj=xzNN; =k —2x)
kom 2z (T — k—zx n—k
= IX:)O (x)pz- (k )pj (1 —pi —pj)
n n—k k —x
- (0 nnr & (S
_ (N (1__ k(. Nk
= (p pi —pi)" " (pi +p;)
Aussi N; + N; suit—elle la loi B(n, p; + p;). Donc E(N; + N;) = n(p; + p;) et V(N; + N;) = n(p; +p;)(1 —p; — p;).
b) Par la formule de la variance d’une somme, il vient :
Cov(N;, N;) = —npip;,  p(Ni, Nj) = Pilj
\/pz — Pi p] 1 - p])

Demander si p(Nj, Nj) € [—1,1] est équivalent & demander si p?(N;, Nj) < 1 ou si pip? < pip;(1 —pi)(1 — p;). En
développant, ceci est équivalent a p; + p; < 1, ce qui est vrai.

Enfin, p(N;, N;) = —1 si et seulement si p;p; = pip; (1 — pi)(1 — p;) si et seulement si p; + p; = 1.

L’urne n’est donc composée que de deux jetons (k = 2), et N; + N; = n. Dans ce cas, N; et N; sont liés par une
relation affine.

3)a) Soit X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le jeton numéro i n’est pas sorti, et prenant la valeur 0 sinon.

Bien évidemment Z,, E X et E(Z,) = Z E(X5).

La variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulh de parametre (1 — p;)™. Donc

E(Z)) = 3 (1—p)"

i=1
et, comme p; > 0 pour tout ¢
k
li E(Z,) = li 1—p)"=0
Jm B(Zn) =2, Hm (1= p)
b) On a
n—1 n—1
E(Z,) = > iP(Z,=1%) > > P(Z,=i)=P(Z,21)
i=1 i=1

D’apres la question précédente
lim P(Z,>1)< lim E(Z,)=0

n—-+00 n—-+00

et
lim P(Z,=0)=1

n—-+oo
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EXERCICE 54

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (2, B, P) suivant une loi de Poisson P(\).
1) Déterminer pour tout u réel, 'espérance de la variable aléatoire e"~.
2) Pour tout ensemble A, on note 14 la variable aléatoire définie par
1 sized
Lalw) = {O Sil‘;A
a) Montrer que :
X UFDN > 1 eqIX W)z (142)2)
b) En déduire que :
P(X = (1+x))) < e~ [u(iFz)+1-€"]A
3) Etudier sur R* la fonction :
oriu—u(l+z)+1—e
Montrer que ¢, est majorée sur R™ et que :
sup ¢z (u) = (1+2z)In(l +2) — 2 = h(z)

u€Rt
En déduire que :

P(X > (1+2)\) < e @)
4)a) Montrer que pour tout u < 0 :
p(X < (1 _ x))\) < e,[u(171)+1,eu],\
b) Montrer que :
sup u(l —z)+1—e* = h(—x)
. u€R~
puis que :

P(X < (1 —2))\) e M(=2)

5) En déduire que :
P(|X — E(X)| > \z) < 2max(e”M(®) o= An(=2))
Solution :

1) On peut écrire :
B(eX) = io: puk € 2AF )\k S~ €A ox aet e o)
k=0 =0 K
2)a) Notons A ={w € Q| X(w) = (1 +z)A}.
e siw¢g A, onaetX@=AF2) >0 =1,(w).
e siwe A, ona X(w)—A1+2)>=0u>0;donc edX@=AA+T) > 1 =1 4(w).
b) Par positivité de ’espérance
E(14) = P(A) = P(X > (1 + 2)\) < E(eX(@)=A0+2))
= B(emu(1+0)AuX ) = g=u(1+2)AA(€" 1) — o(-u(l+z)+1-€")A

= e

3) La fonction ¢, est de classe C* sur RT. Sa dérivée ¢ est égale &

pr(u) = (1+x) —e"
La fonction ¢, est croissante sur [0,In(1 4 x)], puis décroissante sur [In(1 + ), +ool. Elle atteint son mazimum, qui
est positif (car z €]0,1[) en up = In(1 + z), ce mazimum valant :

hz)=(14+2)In(1+2x) —
On a montré que P(X > A(1+x)) < e *¢=() pour tout u > 0. Donc :
P(X =2 M1+ 1)) < e maxulpa () = o= A(@)
4)a) Notons B ={w € Q| X(w) < (1 — 2)A}.
e Siw¢ B, on acX@-A1=-2) > (= 15(w).
eSiwe B,onaX(w)—A1—2)<0,u<0;donc eX@=A1=2) > 1 = 1 p(w).
b) Par positivité de ’espérance :
E(lp) = P(B) = P(X < (1 — z)A) < E(evX@)=A1-2)) = peu(l-z)AeuX)
< e u(1-2AAE"-1) _ o—(u(l-z)+1-€"))
Etudions la fonction @, : u(1—z)+1—e"; elle est de classe C> sur R™. Sa dérivée ¢!, est égale & ¢ (u) = (1—x)—e™.
La fonction ¢, est croissante sur |—oo,In(1 — )], puis décroissante sur [In(1 — ), 0]. Elle atteint son mazimum, qui
est positif (car z €]0,1[) en u; = In(1 — x), ce maximum valant
hM(—2)=1—-2)In(l —z)+=x
On a montré que P(X > A\(1 —x)) <
P(X
5) Comme E(X) =\, ona: | —EX)|zM<= (X>2AN1+2)UX <A1—-2))
Donc : P(|X — E(X)| > Az) < 2max(e M@ e=An(=2))

e =) pour tout u < 0. Donc :
< ( + )) < e—Amaxu(cpz(u)) _ e—kh(—w)
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EXERCICE 55
Soit n € N et g,, la fonction définie sur R par :
gn(xz) =0siz <0et gy(z) = a"e 5 siz >0
1) Déterminer, pour tout n, la constante k,, de fagon que la fonction f,, = k, g, soit une densité d’une variable aléatoire
X
a) Reconnaitre la loi de X,,. En déduire son espérance et sa variance.

Vérifier que le rapport ‘E/E§:§ est indépendant de n.

b) Déterminer le mode M,, de X,,, c’est-a-dire la valeur pour laquelle f, atteint son maximum (si cette valeur existe).
fn (M)

fat1 (M)

2)a) Un observateur boursier analyse, pendant un laps de temps z fixé, les valeurs qui subissent une baisse importante.
L’unité de temps utilisée dans cet exercice est la minute.
Il a remarqué que, dans un marché stabilisé, qui n’est pas soumis a de trop importantes perturbations, le temps
d’attente entre deux baisses de plus de 5% sur des valeurs est une variable aléatoire Y qui suit une loi exponentielle
de parametre 1/2. Ces différents temps d’attente sont indépendants entre eux.

Etudier la limite lorsque n tend vers l'infini du rapport

éme

Soit 5,, le temps écoulé entre le début de I'observation et le moment ou une n"° valeur subit une baisse de plus de

5%.
Quelle est la loi de S, 7

b) Soit T le nombre de valeurs ayant baissé de plus de 5% pendant la durée z.
Comparer les événements [T > n| et [S, < z].
En déduire la loi de T, son espérance et sa variance.

3) Dans le logiciel utilisé par cet observateur, une baisse de plus de 5% d’au moins 25 valeurs durant le laps de temps
x déclenche des ordres de vente immédiats.

Quelle est la probabilité qu’un tel cas se présente durant la période d’observation z = 1207

(On donne ®(7) = 0,9999, ou P est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.)
Solution :

1)a) La fonction g, est continue sur R (sauf lorsque n = 0, en = 0). La constante k, doit étre positive et

+oo +oo
vérifier kn/ z".e"*/2dx = 1. Le changement de variable affine u = x/2 donne : I, = / e %2 dr =
0 0

+o0
2"‘“/0 u.e %du = 2"tn!. Donc  k, = ﬁ

b) Une densité f,, de la variable aléatoire X,, est donc définie par :
1 (g)"e_’c/2 siz>0

fula) = { 2T(n+1) 2

0 sinon

Ainsi X, suit la loi I'(n + 1, %)7 et : E(X,)=2(n+1),V(X,) =4(n+1), d’ou ‘E/Ein; = %
n
c) Le mazimum de la fonction f,, sur R est égal au mazimum de g, sur R. La dérivée g/, s’annule en M,, = 2n et :
_ 1 NN —N _ 1 n+1 n+l,—n—1 5 N, fn(Mn) _ n n
fn(My) = 2n+1n!2 n"e ", fn(Mpy1) = 2n+2(n+ 1)!2 (n+1) € , dout : Frit(Mpsr) = e(n+ 1)
. n no__ l -n _ —nln(l-{-l) _ ~—140(1) . : fn(Mn) _
Or: (7’L+1) o (1+7’L) =¢ n=e ,dOIlC. HEI-POO f77,+1(Mn+1) =1

2)a) Soit Y; le temps d’attente entre la i-eme et la (i + 1)-éme baisse, Yy représentant le temps d’attente de la premiere
baisse. La variable aléatoire Y; suit une loi £(1/2). On a alors
n—1
Sp=>Y; =T (n,2)
i=0
b) L’événement (T' > n) signifie qu’en = minutes, il y a eu au moins n valeurs en baisse.
L’événement (S,, < x) signifie que la n-éme baisse s’est produite avant que le laps de temps x ne se soit écoulé.

Ainsi (T > n) = (S, < x), avec Sy = Yp.
PT=n)=P(T>2n)—P(T>2n+1)=P(S, <z)— P(Sp+1 <x)

A —t/2 g /I t" —t)2
=/ -t t— dt
/0 2"(n —1)! ¢ o 2"n! ¢

nl _
O
Ainsi T suit la loi de Poisson P(z/2) et E(T) =V(T) = %
3) La variable aléatoire S,, est une somme de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Donc S”;E(S”)
os

n

converge en loi vers une loi normale A(0, 1).
On a E(S,) =50,V (S,) = 100 et P(T > 25) = P(S25 < 120) = P(SQ517650 <7) =®(7) =0.9999
L’ordre de vente se déclenchera quasiment stirement.
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EXERCICE 56

On observe un n-échantillon (X;,...,X,) d’une loi de Poisson P(\).

A. Estimation de \
On pose X = 1 > Xk
ny=

Montrer que X est un estimateur sans biais de .
Calculer sa variance. Cet estimateur est—il convergent 7

B. Estimation de e~ %*

Soit £ un réel.
1) On pose Y =e X,
Y est-il un estimateur sans biais de e=%* ? Est-il asymptotiquement sans biais ?

2)  Soit Z un estimateur sans biais de e **, fonction de nX, c’est-a-dire de la forme

Z = g(nX)
a) Calculer l'espérance E(Z).
b) Montrer que E(Z) = e~ si et seulement si
_ o ﬁ nX
Z=(01-3)

Solution :
A. Immédiatement :

S E(X) = A V(X) = %’; vix) =2 o

Donc X est un estimateur sans biais et convergent de A.

B. Soit S = Y X;. La variable aléatoire .S suit la loi de Poisson P(nA).
i=1
1) Ona:

X 7&9 — & —n\ ()‘n)k

14
E(Q_ZX) :E( ) Z e ne ] — —n)\ Z ()\ne n)k

_L
— M=) L o0

_L
nA@T M —1) — g=fAto(l) __, o=fA ot Y est un estimateur asymptotiquement sans

n—oo

Lorsque n tend vers l'infini, on a : e
biais de e .
2) Notons Z = g(nX) = g(S). On a:
00 . An k
w B(Z) = ¥ (e Ok
b) Donc E(Z) = e~ si et seulement si :

& e O _ oo § (= 0

Cela entraine que pour tout k > 0

glk) = (25" = (1= £)*

n
La justification de ce dernier résultat est 'unicité du développement limité de x — e®. En effet, pour tout m > 0 :

i g(k) kg—nX ()\)k — i g(k) kg—nX O‘) +0()\m)
k=0

t I k!
et
00 (n f)k)\k B m (n _ g)k)\k m
,;0 Ko ,20 k! oA"™)
Donc : "



EXERCICE 57

Une urne contient n boules distinctes By, ..., B,, avec n > 2. Soit r un entier tel que 1 < r < n.
On effectue dans cette urne des tirages répétés d’une boule avec remise.
On note Y, la variable aléatoire représentant le nombre de tirages nécessaires pour obtenir au moins une fois les boules
By,...,B,.
1) Déterminer la loi de Y7, son espérance et sa variance.
2)a) Déterminer les valeurs prises par Y.
b) Calculer la probabilité P(Y, = r), puis la probabilité P(Y, =+ 1).
c) Mettre en place le raisonnement permettant de déterminer la loi de Y;..
3) Pour tout i € {1,...,r}, on note W; la variable aléatoire représentant le nombre de tirages nécessaires pour que
pour la premiere fois, ¢ boules distinctes parmi les boules By, ..., B, soient sorties (ainsi W,. =Y,..)
Enfin, on pose X1 = Wj et pour i > 2, X; = W; — W, _;.
a) Déterminer la loi de X; ainsi que son espérance.
b) En déduire 'espérance E(Y;.) de Y,.. Déterminer un équivalent de E(Y}.).
Solution :
1) Y] représente le nombre de tirages nécessaires pour obtenir la boule B;. Donc Y3 (2) = N*, et Y7 suit la loi géométrique
g(%) Ainsi :
EY1)=n, V(V1)=n%*-n
2)a) Immédiatement Y,.(Q) = {r,r +1,...}.
b) L’événement (Y, = r) correspond & 'obtention des boules By, ..., B, en exactement r tirages. Cela signifie que ’on
a tiré chacune de ces boules une seule fois au cours de ces r tirages.
Les tirages s’effectuant avec remise, les résultat successifs sont indépendants. Ainsi :
PY,=r)= r!#

(il y a 7! ordres possibles et a chaque fois chacune des boules est tirée avec la probabilité %)

c) L’événement (Y, = r+ 1) correspond & I'obtention des boules By, ..., B, en exactement (r 4 1) tirages. Cela signifie
que le (r + 1) éme tirage a donné pour la premiére fois une des boules By, ..., B;, les autres boules ayant été tirées
au moins une fois lors des r premiers tirages.

C’est—a—dire que si le tirage (r 4+ 1) est occupé par la boule B; (1 < < r), lors des r premiers tirages, on a obtenu
o(A) : soit une seule fois chaque boule By,...,B;_1, Bit1,..., B, et une boule parmi les boules B,.11,..., By,
o(B) : soit chaque boule By, ..., B;_1,B;i1,...,B,, 'une d’entre elles ayant été tirée deux fois et les autres une fois.
On a r choix de la boule B;. Cette boule étant fixée
_=D! n_r
P(A) - nr X n
r\ (r —2)!
P(B) = (3) (nir)x(r —1)
(on fixe les places de la boule tirée deux fois et on a (r — 1) choix pour cette boule.)
Finalement, A et B étant incompatibles :

| —r —
PV, =r+1) = L(P(A) + P(B)) = T 2=f =1

L’événement (Y, = r+ k) correspond & l'obtention des boules By, ..., B, en exactement (r + k) tirages. Cela signifie
que le (r 4+ k) éme tirage a donné pour la premiére fois une des boules By, ..., B, les autres boules ayant été tirée
au moins une fois lors des r + k — 1 premiers tirages.

C’est—a—dire que si le tirage (r + k) est occupé par la boule B; (1 < i < r), lors des r + k — 1 premiers tirages,
r—1

on a obtenu chacune des autres boules m; fois, avec m; > 1 et m = > m; < r, et on a tiré parmi les boules
j=1

B,i1,...,B,, (r—m) fois.

Ainsi : P(Y, =r + k) vaut :

T mq 1 ma 1 1 n—kyr—m
n 2 (r—l—k—l)nml(r—l—k—l—ml)nm? n”*mr—l( n )

¥jmj>1

3)a) On a X; = W, qui représente le nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule parmi By, ..., B,.
La variable aléatoire X; suit la loi géométrique g(%) et E(Xy) = %
La variable aléatoire X; représente le temps d’attente pour obtenir un i-éme succes (tirage d’une nouvelle boule
sachant que (i — 1) boules distinctes de By, ..., B, on déja été obtenues.)

X suit la loi géométrique Q(%) et E(X;) =

n
r—i+1°
b)OnaY, = > X;et

i=1

~nlnr

=

E(Y,) = ; B(X)=n Y

7 k=1

5



EXERCICE 58

1)a) Compléter les lignes de programme suivantes pour en faire un programme complet :
randomize ;
N :=random(m)+1 ;X :=0;
For i :=1 to N Do X :=X+random(2) ;
Writeln(N,’ ’,X) ;
(on rappelle que lorsque a est un integer, random(a) renvoie une valeur integer au hasard comprise entre 0 et a — 1,
et que la procédure randomize permet d’initialiser la fonction random.)
b) On suppose que la premiére valeur affichée est 4. Quelles sont les valeurs possibles pour la seconde valeur affichée ?
2)  On suppose que le programme précédent simule une expérience aléatoire. Quelle est alors la loi suivie par la variable
aléatoire simulée par N, son espérance, sa variance ?
3) Préciser X(Q) et calculer, pour tout couple (i,k), P(X =4i/N = k). En déduire la loi de X.

4) Déterminer 'espérance de X.

Solution :
1)a) 11 suffit de compléter les déclarations du programme, soit
Program Exo ;
Var m,i,N,X : integer ;
Begin
Readln(m) ;
End.
b) Si N = 4, comme Random(2)=0 ou 1, X prend ses valeurs dans [0, 4].

2) Par la définition de la fonction Random, N suit la loi uniforme sur [1,m]. Donc

2
BE(N) =1 EL vy = o1
3) On sait que X (2) = [0,m], et que pour tout k € [1,m]

X\ nek — B(k,

)

)2% sii € [0,k]

0 siie[k+1,m]

Par la formule des probabilités totales, en utilisant le systéme complet d’événements (N = k)1<k<m, il vient, pour
tout ¢ € [0,m] :

DO[—=

soit :

HX_UN_M_{(§

P(X =i) = TXZ:P(X:i/N:k)P(N:k):%i (’f)i

k=1 k=1 2k
4) Ona:
R N AT N IR PR R AN I B R N A
PO =2 m (D =nniz (e =m 224G 1)
m k m m
1 1 k-1 1 1 ok—1_ 1
=1yl . — Lyl 15y
mkzzzl X2ki§1(2*1) mk§1 TR 2mkz::1
Soit : )
E(X) =141



EXERCICE 59

On consideére une variable aléatoire X telle que :
X(Q)=NetVkeN,P(X =k) =p.q*
oll p est un réel fixé de ]0,1[et g =1—1p
1) Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer E(X) et V(X).

_ 1
2) OnposeY—X+1.

a) Déterminer la loi de Y.

n+1 t n+1
b) Montrer que pour t € [0,1[ et n € N : Z _|_ In(1—t) = / x de.
k=1 0

¢) En déduire que pour t € [0, 1], Z % = —In(1—1).
k=1

d) Montrer que Y admet une espérance et calculer F(Y).

3) Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N telle que, pour tout k de N, la loi conditionnelle de Z conditionnée
par la réalisation de 1’événement (X = k) est uniforme sur [0; k].

a) Déterminer la loi de Z (on laissera les résultats sous forme de sommes).

b) Montrer que Z admet une espérance.

Solution :

1)  Au vu de la définition de la loi de X, il est évident que X + 1 suit la loi géométrique G(p). Donc :

1 1—0p
EX)=1_1, vx)=132
C=1-1 vin-15
2)a) Comme Y = %ﬂ’ il vient Y/(Q2) = {%H/k € N} et :
1
P(Y* T ) pq*
b) On sait que pour tout z € [0, 1], pour tout n € N* :
o1t
igom T l-z l1-=x

En intégrant cette égalité sur I'intervalle [0,¢], (¢ < 1), on obtient ’égalité demandée :

n+l k t n+1
v A x
> k—i—ln(l t)—/ol_xdx

k=1

‘/ n+1d‘ / n+1d tn+2
L—a ™ 1=t (n+2)(1 —t)

Il reste a faire tendre n vers I'infini : la derniére expression tend vers 0 car 0 < ¢ < 1.

c) Or

d) Par la question précédente :

Bain(1-q) =L 5 4 = & = ()
3) On sait que Z(Q2) = N. De plus
a) Pour tout k € N :
e pour tout z € [0,k], P(Z =2/X =k) = k+1’
e pour tout z ¢ [0,k], P(Z =2/X =k) =0.

Par la formule des probabilités totales, pour tout z € N :

Pz=2)=§

b) Montrons que E(Z) existe. Pour cela, il faut montrer la convergence de la série

= > uy,. Or, pour tout N > n :
2n (Zk:—i-l) 2 tn

N k N N—n+1
1—g¢g
> 2L <Y et = pgt
k:nk+1 k=z 1_q
Donc : .
oo v
_ pg Y4 o n
Ogun—”gnkntl\”l g "M

ce dernier majorant étant le terme général d’une série convergente, la conclusion en résulte.
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EXERCICE 60

Soit a € R*..

La roue d’tme loterie est représentée par un disque de rayon 1, dont le centre O est pris pour origine d’un repere
orthonormé. Cette roue est lancée dans le sens trigonométrique, angle (exprimé en radians) dont elle tourne avant de
s’arréter est une variable aléatoire, notée U. On suppose que U suit la loi exponentielle de parametre a.

La roue porte une marque M, qui, au départ, est située au point de coordonnées (1,0) et qui, apres Parrét de la roue, se
trouve au point de coordonnées aléatoires X = cosU, Y =sinU.

+oo +oo
1) Soient [ :/ e~ cosudu, J:/ e~ sinu du.
0 0

a) Montrer que les intégrales I et J sont convergentes.

b) A Taide d’intégrations par parties, que l'on justifiera, établir deux relations liant I et J. En déduire les valeurs de [
et J.

c) Calculer les espérances des variables aléatoires X et Y.

DO

2) Un joueur gagne a cette loterie si, & 'arrét de la roue, 'ordonnée de M vérifie la relation : Y >

a) Calculer la probabilité, notée p(a), que le joueur gagne.

b) Déterminer lir%p(a).

Solution :
1)a) Montrons que les intégrales I et J sont absolument convergentes. On effet, on peut écrire :

|cosu.e™ | < e, |sinu.e” | L e

—+oo
et / e~ % du existe.
0

b) En utilisant A > 0 et des intégrations par parties sur [0, A], intervalle o les fonctions sinus, cosinus et exponentielle
sont de classe C°, il vient :

A
I(A) = / cosu.e~ % du = sin A.e7% + a(1 — cos A.e7%4) — a?I(A)
0

A
J(A) = / sinu.e” ™ du = —asin A.e” + 1 — cos A.e 4 — a2 J(A)
0

En prenant la limite lorsque A tend vers I'infini, les fonctions sin et cos étant bornées sur R, il vient :
I=a-d?l, J=1-d%J

Donc

[=—a J=—1
1+ a?’

c) Par le théoréme du transfert :
2

+oo
E(X)=E(cosU) = cosu.ae” % du = al = —2
a 1+a®

+oo
E(Y)= E(sinU) = / sinu.ae™" du = aJ = —&

1+ a®
2)a) Le joueur gagne si et seulement si sin U > 1/2 soit si et seulement si U € [7/6,57/6] (mod 27). Donc :
o 0o 57 /6+42km
pla) = ZP(%+2]€7T<U< ‘%T—I—Zkﬂ') =3 / a.e”% dt

k=0 k=0J7/64+2km

— i (e(fﬂ/672k7r)a _ 6(757(‘/6721671‘)0,) _ e_a;/i—f2;25w/6
k=0 e

—2am/3
— e—aﬂ'/G 1—e e
1—e
b) Lorsque a — 0, comme e~ ** =1 — azx + o(z) au voisinage de 0, il vient :

; 1
lim p(a) = 3
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EXERCICE 61

Soit @ € R%..
On considere deux variables aléatoires réelles indépendantes X et Y qui suivent toutes deux la loi uniforme sur I'intervalle
10, a].
On s’intéresse a la variable aléatoire Z définie par :
7= % ott A = inf(X,Y) et B =sup(X,Y).

1. Montrer que InZ = —|ln X —InY|.

2. Déterminer les fonctions de répartition et une densité des variables aléatoires U =InX et V =—1InY.
3. Déterminer une densité de la variable aléatoire W =U + V.

4. Déterminer la fonction de répartition et une densité de la variable aléatoire T'= In Z.

5. En déduire la loi de Z.

Solution :
1. Comme X > 0,Y > 0, on peut écrire :
InZ =Inmin(X,Y) — Inmax(X,Y) = min(ln X, InY) — max(ln X,InY)
=—|lInX —InY|
2.0naU(2) =]—o0,Ina] et :

e’
PO <) = Px <o = { § €l

1 sinon
et

fU(u):{e: si u € |—o00,Inal
0 siu>Ina
De méme, V(Q) = [— lna,_|_oo[ et
P(V<v):1—Fy(e_”)):{1—ea siv € [—Ina,4o0|

0 sinon
et

—v
fv(v):{ea siv € [—1Ina,+o00]
0 siv<-—Ina
3. Les variables aléatoires U et V étant indépendantes, par convolution :

fw('w) = /Rfy(w — t)fv(f) dt

Or, au vu des définitions des densités, on doit demander, pour calculer cette intégrale : w — ¢t <lna et t > —Ina.

Donc :
esiw=>0
+oo +o00
1 —t_ 1 ¢ 1 w —2t 1 —w
fW(w):/ etk 2eTldt = =5 e / e tdt = e
w—lnaa a (12 w—Ina 2
esiw<0

| 1
fW(w) — / = ew—2t dt = § e

—Ina@

Finalement, pour tout w € R, fy(w) = %e"“".

4. On a T(Q) = R~ et pour tout ¢t < 0,
P(T <t)=P(—|W|<t)=1-P(|]W| < —t). Donc :

P(T<t):1—/ %e"“"dw:et

t

et
t .
Fo(t) = J € sit <0
r(t) {1 sit>0
donc, on peut prendre :
et sit<0
t) =
Jr () {0 sit>0

5. Comme Z = e, on a Z(Q) =[0,1] et
z si0<z«<1
P(Z<z):P(T<lnz):{O siz<0

1 sinon
Ainsi Z suit la loi uniforme ([0, 1]).
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EXERCICE 62
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement la loi uniforme sur ]0, 1] et la loi exponentielle
de parametre 1.
On pose X1 = 1—X, Yl = —IHX, YQ = —111(1—)()7 Z = )(—|—Yv7 Zl = X1—|—Y1, ZQ = X—FYg, Zg = X+Y1 et
Zy=X1+Ya.
1. a) Déterminer les lois des variables X1, Y7 et Ya.
b) Déterminer une densité fz de Z.

¢) Expliquer pourquoi les variables Z; et Z5 suivent la méme loi. Que peut-on dire de Z3 et Z4 7

2. On définit les fonctions ¢ et @3 sur |0, 1] par : ¢1(x) =1 — 2 — Inx et p3(z) =z — Inz.
a) Montrer que 1 réalise une bijection de |0, 1[ sur ]0, +o00[ et que @3 réalise une bijection de ]0, 1] sur ]1, +oo].

b) Déterminer les fonctions de répartition Fyz, et Fiz, de Z; et Z3 et donner leur expression en utilisant ¢; et ¢3. Les
variables Z; et Z3 suivent-elles la méme loi ?

¢) Calculer et comparer Fz, (% +In 2) et Fy, (% +In 2).
3. On considére une variable aléatoire T' de densité fr et de fonction de répartition Frp, indépendante de X telle que
X + T suive la méme loi que Z.

a) Montrer que : Vt € R Fr(t) — Fr(t —1) = fz(¢).

b) Déterminer Fr, puis une densité fr.

¢) Comparer les lois de T et Y.

Solution :
1. a) Il est immédiat que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur ]0, 1.
Pour tout y > 0 : PYVi<y =PX>2e¥) =1-—eY donc Y;suitlaloiexponentielle £(1).
Comme Y3 = —In X7, Y5 suit aussi la loi exponentielle £(1).

b) On sait que Z(2) =10, +o0] et pour ¢t > 0 :
1
= —x)dr = —xz)d
Fott) = [ fx@pt=ayae = [ ity

t
e Pour 0 <t <1, fZ(t):/e””_tdaczl—e_t7
0

1
epourt>1, fz(t) = / e”tdr = (e —1)e "
0

¢) On sait que X suit la loi uniforme sur ]0,1[ et Z; =1 — X —In X. De méme U = 1 — X suit la loi uniforme sur ]0, 1]
et Zo =1—U —InU. Donc Z; et Zy suivent la méme loi.

Comme Z3 =X —InX,Zy =U —InU, les variables Z3 et Z4 suivent la méme loi.
2. a) Une étude rapide des variations des fonctions p; et ¢3 montre qu’elles sont décroissantes sur |0, 1], la premiere de
400 vers 0 et la seconde de 400 vers 1.
b) On a Z1(Q) = 1(]0, 1[) =]0, +-00|. Pour tout z > 0 :
Fz,(2) = P(p1(X) < 2) = P(X 2 97 '(2)) =1 = 91 ' (2)
Donc

1 — 7t i2>0
Fal)={17a" ) d2> 0

De méme, Z3(Q) = ¢3(]0,1]) =]1, +o0[. Pour tout z > 1 :
Fz,(2) = P(p3(X) < 2) = P(X 2 957 (2)) = 1 = 95 (2)
Donc

1— 3t iz>1
Fals = {179 di>1

Ainsi Z; et Z3 ne suivent pas la méme loi.

c¢) Il vient : @1(%) = % +In2= @3(%) = le(% +ln2) = % = FZB(% +1n2)
¢
B0 Onas  folt)= [ fxt-a)fela)de= [ fr(e)do= o) - et 1)
R t—1
b) Pour tout ¢ réel, Frr(t) = Fr(t — 1) + fz(t). Donc :
e pour ¢t < 0, Fp(t) = Fp(t — 1). Par une récurrence immédiate, pour tout n € N, Fp(t) = Fr(t — n), et

Fr(t) = nEIfoo Fr(t—n)=0.

e pour t €]0,1], Fr(t) = Fr(t —1) + fz(t) = 1 —e~t. Supposons que pour t € |n — 1,n], Fr(t) = 1 —e~*. Alors, pour
te€ln,n+1]:
Frit)=1—-e D petle—1)=1—¢""

¢) Ainsi T suit la loi exponentielle £(1) et suit la méme loi que Y.
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EXERCICE 63
1. Soient X une variable aléatoire finie ou discrete qui possede une espérance et Y une variable aléatoire a valeurs dans
{1,...,p}. On suppose que P (Y =1i) > 0 pour tout i € {1,...,p}.
a) Soit i € {1,...,p}. Montrer que la loi conditionnelle de X, conditionnée par I’événement (Y = i) admet une espérance
qu’on notera E(X/Y =1i).

P
b) Prouver la formule suivante : E(X) = > E(X/Y =4)P (Y =1)
i=1

3

n(n+1)(2n+1)
5 :

n
2. Soit n un entier non nul. Montrer que 'on a : > k? =
k=1

3. Un technicien assure la maintenance de n machines-outils de méme type qui sont alignées. Deux machines consécutives
sont distantes d’'une longueur ¢. De temps en temps les machines outils s’arrétent avec la méme probabilité et
indépendamment les unes des autres et nécessitent un réglage. Apres le réglage d’'une machine-outil le technicien reste
devant celle-ci, jusqu’a ce qu’une autre machine-outil s’arréte (si c’est la méme machine qui retombe en panne, il reste &
sa place). La variable aléatoire X est la distance que parcourt le technicien entre deux réglages. On note Y la variable
aléatoire qui prend pour valeur le numéro de la machine devant laquelle se trouve le technicien.

a) Calculer I'espérance de X.

b) Déterminer la variance de X.

Solution :
1. a) Notons {zy, k € K} I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X. On a :

YoaP(X =ap/Y =i)= ) ka(szkﬁY:i)

KeK Kek P(Y =1) x)
1 _ _ BEX
REEUEDT S S )

Ainsi E(X/Y = i) existe.

b) La famille (Y = ¢) formant un systéme complet d’événements, il vient :

E(X)= Y sxP(X —ax) = 3 22 30 P(X = ax/Y = i) P(Y = i)

keK keK  i=1
= S (5 aP(X = /Y = i) P(Y = i)
=1 keK

" E(X | Y = i)P(Y = i)

i
2. Cette formule (trés classique) se montre par récurrence.

3. a) Calculons E(X | Y =14)

B(X/Y =i) = éak —i|P(X =tk —il /Y =i) = £( ill(z — k) + é(k — i)

Sl T

k—
i—1 n—i s ; .
. N Lgii=1)  (n—i)(n—i+1)
(J§1J+J§0J)_”( 7 " 2 )
En utilisant les résultats des questions 1.b et 2, il vient :

E(X)=% lxﬁ(i(igl) L noinitl)y ((n*—1)

Zinn 2 3n

b) Calculons E(X?) par la méme méthode :

E(X?) = 3" E(X2|Y =i)P(Y =)

i=1

B(X?) =+ " (32 (k— )2 2P(X = |k —il/Y = 1))
i=1 k=1
= LS S = Hl D)
N i=1k=1
et



EXERCICE 64

On consideére une suite (X,,)nen+ de variables aléatoires de Bernoulli définies sur ’espace probabilisé (€2, 7, P), mutuelle-
ment indépendantes et toutes de paramétre p €]0,1[. On note ¢ =1 — p.

1. Montrer que, pour tout k£ € N*, ’ensemble

Z), = <n9k[X" - O]) u (ngk[xn - 1])
est un événement.

Montrer que, pour tout k € N*, I’événement Zj est négligeable et interpréter ce résultat.

2. On considere la fonction L : 2 — N associant a toute éventualité appartenant a Z; la valeur 0 et a tout autre élément
w de Q 'unique entier n > 1 tel que w appartienne a [X, = X,—1 = -+ = X1] N [Xpy1 # X1

Montrer que L est une variable aléatoire sur (Q,7).

Quelle est la loi de L ? Montrer que L admet un moment d’ordre 2. En déduire que L admet une espérance et une variance

(que l’on ne calculera pas).

3. On définit de méme la fonction M : Q@ — N associant & w € Q Punique entier m > 1 (sl existe) tel que, si L a pris
la valeur n, w appartienne a [Xp41 = Xpt2 = -+ = Xotm] N [Xntmt1 # Xntm], €t prenant la valeur 0 si cet entier m
n’existe pas.

On admet que M est une variable aléatoire sur (Q,7T) et que P([M = 0]) = 0.

Quelle est la loi de M ? Montrer que M admet un moment d’ordre 2 et trouver son espérance et sa variance.

D[

4. Montrer que les lois de L et de M col ncident si et seulement si p =

5. Déterminer I'espérance de L et montrer que E(L) > E(M) = 2.

Solution :
1. Pour tout n € N*, [X,, =0] € T et [X,, = 0] € T parce que X,, est une variable aléatoire sur (2, 7).
7T étant stable par union et intersection dénombrable, pour tout k € N*, 7, appartient a 7.

Soit k € N*. Pour tout m € [k, +oo[,
ch( N [Xn:O])U( N [Xn:l])

et donc, par incompatibilité puis indépendance :
P(Zk)SP( ﬂ [ano])+P( ﬂ [anl])

k<n<m k<n<m
m

S l;lk P([Xn = 0]) + li P([X,, =1]), cest-a-dire :

P(Zk) < (1 _ p)m—k-i-l _;'_pm—k-i-l.
En passant cette inégalité a la limite quand m tend vers +o0, ce qui se peut puisque |p| < 1 et |1 —p| < 1, on obtient que
P(Z;) <0 et donc que P(Z) = 0.
Interprétation : quel que soit k € N*, il existe presque siirement ng € [k, +oo[ tel que 'événement [X,,, = 0] soit réalisé
et il existe presque stirement ny € [k, +oo[ tel que 1'événement [X,,, = 1] soit réalisé.

2. Comme la fonction L est & valeurs dans N, il suffit de montrer que, pour tout n € N, [L =n] € 7.
o [L=0]=Z etdonc[L=0]€T.
e Pour tout n € N*,
[L=n]=(Xp1=1N N [Xpg=0)U([Xpp1=0N N [Xx=1]) donc [L=n]€eT.
1<k<n 1<k<n
La fonction L est donc une variable aléatoire (discrete) sur (2, 7).
D’apres ce qui précede, P([L = 0]) = P(Z1) = 0 et, par incompatibilité puis indépendance, pour tout n € N* :

P(L=n]) =P([Xnn =10 ) [Xe=0)+P(Xna =00 (] [Xx=1])
1<k<n 1<k<n

=p(l=p)"+ (1 -pp"
D’apres le cours, comme p €]0,1[, les séries Y. n?p™ et Y. n?(1 — p)" convergent et donc la série & termes positifs

neN neN
> n?P([L = n]) converge (absolument).
neN
En conséquence, L admet un moment d’ordre 2, donc un moment d’ordre 1 — c’est-a-dire une espérance — ainsi qu’'une
variance.

3. Pour tout (n,m) € N*2,
[L=nn[M=m]=(N[X=01N N [Xpsr =1]N[Xnims1 =0])

k=1 k=1

et donc, par incompatibilité puis indépendance,
P([L=n]N[M =m]) = (1 —p)"*p™ +p"*(1 —p)™.
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Il s’ensuit que, pour tout m € N*,
+o00
P([M =m]) = E_:lP([L =n]N[M =m])
) +o0 1 +o0 1
=" L (L=p)" A+ (L =p)™ 3 P
=1 =pPp™ (1 —p)

Exactement comme pour L, M admet un moment d’ordre 2, donc une espérance et une variance, et E(M)

2y _ 2 2 -2 2 _
BOr) =2+ 2o —2evii) =2+ 2 -6

4. Les lois de L et de M coincident si et seulement si, pour tout n € N*

p(A—p)" + (1 —p)p" =1 —p)*p" ' +p*1—p)"!

n—2 _ ,n—2

relation qui équivaut & p(2p — 1)(1 —p)" =t = (1 — p)(2p — 1)p"~* et donc a (1 — p) P

En particularisant pour n = 3, on obtient que p = 5 Réciproque immédiate.

+o0 =y =
5. E(L) = ;n(pa —p)" + (1 —p)p") =p ;n(l -p)"+(1-p) ; np"

p lL=p p 1-p
La fonction dérivable sur]O,l[gp:pH%—f—lip

_l-p, » 1, 1 o

si et seulement si p €]0,1/2].
Elle admet donc sur 0, 1[ un minimum global (strict) au point 1/2, ce qui implique que

E(L) = ¢(p) =22 ¢(1/2) =2 =2 = E(M).
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EXERCICE 65

Une personne possede a jetons numérotés de 1 a a et joue a les lancer ensemble indéfiniment. On se propose de calculer le
nombre moyen de jetons ayant amené au moins une fois «pile» au cours des k premiers lancers, k étant un entier naturel
non nul.

Pour i € [1,a] et k € N*, on note U} la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le jeton numéro i amene un «pile» au
k"™ lancer et la valeur 0 sinon. On suppose que les variables aléatoires (UF)1<i<a. 1<k sont indépendantes et toutes de loi
de Bernoulli de parametre 1/2.

Pour k € N*, on note Y, le nombre de jetons ayant amené «pile» pour la premiere fois lors du k™ lancer et X}, le
nombre de jetons ayant amené au moins une fois «pile» au cours des k premiers lancers ; on note également A; ’ensemble
des éléments i de [1,a] tels que les variables aléatoires U}, UZ,. .., Uik_1 ont toutes pris la valeur 0, avec la convention
A1 = [[17 a]].

k
1. Justifier que, pour tout k € N*, X = Y Yj et Y, = . UF.
j=1 i€ Ay
2. Montrer que, pour tout k € N*, Card Ay, = a — Xj_1, en notant X la variable aléatoire nulle.
Montrer que, pour tout entier k > 2 :
a a
E(Yi) = 3 (P(ICard Ay = j) 32 i P([Ye = i)/[Card Ax = ])).

§=0 i=0
En déduire que, pour tout k € N*, E(X}) = %(a + E(Xi-1)).
Exprimer, pour tout k € N, E(X}) en fonction de k et de a.

3. Pour k € N* et i € [1,a], on note Z¥ la variable aléatoire prenant la valeur 1 si le jeton numéro i a amené au moins
une fois pile au cours des k premiers lancers, la valeur 0 sinon.
a
Montrer que, pour tout k € N*, X = Zf.
i=1
Montrer que, pour tout k € N*, les variables aléatoires Z¥, Z%, ..., Z¥ sont indépendantes.
Trouver, pour tout i € [1,a] et tout k € N*, la loi de ZF.

4. En déduire, pour tout k£ € N*, la loi de la variable aléatoire X;. En déduire que, pour tout & € N*, X suit la loi
binomiale de parameétre (a,1 — 27%). Retrouver, pour tout k& € N*, 'espérance de X} et calculer sa variance.

Solution :
1. Il est clair que, pour tout k € N, X1 = Xi 4+ Vi1 (en notant X la variable aléatoire nulle).
k k
Il s’ensuit que, pour tout k € N*, Y V; = > (X, — X;_1) = X — Xo = Xp.
=1 =1

Soit k € N*. La valeur prise par Y; est le nombre de pieces ayant amené un ‘pile’ au k° lancer parmi celles qui n’en
n’avaient encore jamais amené, c’est-a~-dire parmi celles dont le numéro appartient a Ay.

<4 — k
En conséquence, Y, = > US.

i€ Ay,

2. Soit k € N* : Card Ay, est le nombre de piéces n’ayant jamais amené un ‘pile’ au cours des k — 1 premiers lancers et
X1 est le nombre de pieces ayant amené au moins un ‘pile’ au cours des k — 1 premiers lancers. Le nombre des pieces
étant a, Card Ay + Xp_1 = a.

Soit un entier k > 2. Il est clair que P([Yy € [0,a]) = 1 et donc que Y}, admet une espérance et que :
a

E(Yy) = > iP([Yy = i])

i=0
- ijoi(i:o P([Yy, = i]|[Card Ay, = j])P([Card Ay = j]))

a a
= 2 (P([Card Ay, = j]) >_ iP([Y) = i]|[Card Ay, = j]))
=0 i=0
Note : si k = 1, les événements [Card Ay = j] sont négligeables sauf si j = a. Mais comme Y; suit la loi binomiale de
parametres (a,1/2), E(Y;) = %-

Soit k € N*. Si k =1, comme X1 = Vi, B(X1) = E(V1) = 4 = L (a + E(X)).
Si k > 2, alors, pour tout j € [0, a], la loi de Y conditionnée par 'événement [Card Ay = j] est binomiale de parameétres
(j,1/2). 1l s’ensuit que

ST iP([Yy = i]|[Card Ay = j]) = J

1=0 2
et donc que :
E(Yy) = 5 > j(P([Card Ay = j]) = L B(Card Ay) = L B(a - X))
=0
= La— B(X1)).

En conséquence, E(Xy) = E(Yy) + E(Xk-1) = 5(a + E(Xk-1)).

DO
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La suite de terme général E(X}) étant arithmético-géométrique de point fixe a et de raison 1/2, il vient que, pour tout
1

keN, BE(Xy) = ( — 27)a.

3. Soit k € N*. Comme la valeur prise par X} est en fait le nombre des variables Zf prenant la valeur 1 (les autres

a
s'annulant), X;, = > ZF.
i=1

Soit k € N*. Pour tout i € [1,a], ZF = max U’.
1<i<k

Les variables aléatoires (UF)ici<ar>1 6tant indépendantes, les variables aléatoires ZF, Z&, ... | ZF sont donc
indépendantes.

Soient k € N* et 7 € [1,a].
. . k .
[ZF=0]= [ [U/ =0] et donc, les variables (U})1<j<r étant indépendantes, P([ZF = 0]) = Hl P(U =0]) = Lk

1<5<k j 2

La variable Z¥ suit donc la loi de Bernoulli de paramétre 1 — 2%

4. Soit k € N*. La variable aléatoire X, somme de a variables de Bernoulli indépendantes et de méme loi, suit la loi
binomiale de parametres (a,1 —27F).

D’apres le cours, E(X) = (1 — 2%)(1 et V(Xy) = 2%(1 - i)a
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EXERCICE 66

Une urne A contient des boules numérotées de 1 a m et une urne B contient des boules numérotées de 1 a4 n. On tire
au hasard une boule dans chaque urne. On désigne par X (resp. Y') la variable aléatoire indiquant le numéro de la boule
tirée dans I'urne A (resp. B). On pose
z=X
Y
1. Quelles sont les lois suivies par X et Y 7
2. Exprimer, & l’aide d’une somme, Iespérance F(Z) de la variable aléatoire Z.

3. On note N Iensemble des entiers naturels. Si p est un nombre réel, on note |p| la partie entiére de p.
Soit I € {1,...,n}, montrer que
=1 |m
P(ZGN/Y_Z)_th

Déterminer, & l'aide d’une somme, P(Z € N).

N
4. Soit N € N, montrer que :  In(N+1) < 3 ]l? < 1+In(N).
p=1
En déduire un encadrement de P(Z € N).
5. a) L’entier m étant fixé, trouver un équivalent de E(Z) lorsque n tend vers I'infini.
b) Soit p € N* un entier fixé. On suppose dans cette question que n = pm ; donner un équivalent de P(Z € N) lorsque
m tend vers Uinfini.
¢) Soit ¢ € N* un entier fixé. On suppose dans cette question que m = gn ; donner un équivalent de P(Z € N) lorsque
n tend vers U'infini.
Solution :
1. Il est clair que X (resp. Y) suit la loi uniforme sur [1,m] (resp. [1,n]).

2. Ona:E(Z) = i

I MS
N\??‘

P(X=kNY =10).

1
mn

k
1 ¢

NE!
|
I

Il
—

NgE!
NE!
o~
NSE
=

3=

Comme les variables X et Y sont indépendantes, il vient : E(Z) = %

Ly
(=1
3. La partie entiere de % est exactement le nombre de multiples de ¢ qui sont inférieurs ou égaux a m, on a donc bien :

P(ZeN)y =) =1|m]

k=1/4=1 k

12
n mAn
Avec la formule des probabilités totales, on obtient donc : P(Z e N)= > P(Z e N/Y =/{) = mi Z L%J
i=1 =1
ol m A n désigne le plus petit des deux entiers m et n.
1 " dy 1
4. Par comparaison série-intégrale : S < /p &= In(p+1)—Inp < >
S| X1
D’ou : —t—= <In(N +1 L
on: 2 gy <A D <2
et 'encadrement demandé en découle.
. 1Nl Cpgen e LN m <151 mAn
Il vient alors : - e; 7 < P(Z eN) = mn 2= LTJ Su Azt + o
Dioil - ln(m/\n)gP<Z€N><ln(m/\n)+1+m/\n
n n mn

. a) Avec I'inégalité de la question 4. on alnn <Iln(n+1) < > % <l+Inn

=1
dot : (m—i—zil)lnn gE(Z)fm%lEjg <m+2711)1nn+m221
On en déduit donc que
_(m+1)lnn
E(Z) sy

b)Ona:WgP(ZeN)gln(m/\n)—"ler/\”

o o et comme n = pm, avec p € N*, on en déduit que :

Inm < P(ZeN)< 1—|—lnm+i
pm pm pm
Il en résulte que :

P(ZeN) ~ m

(m—o0) P

¢) Sim = gn, avec g € N*, on obtient :

in < pzeny g thn , L
n n qn

on voit donc que :
P(ZeN) ~ ln

(n—oo) T
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EXERCICE 67

Un immeuble équipé d’un ascenseur comporte m étages, n personnes montent dans l’ascenseur au rez-de-chaussée et
descendent aléatoirement a I'un des m étages.
On appelle X la variable aléatoire indiquant le nombre d’arréts de l’ascenseur.

1. Calculer E(X) sans passer par la loi de X. On pourra utiliser les variables aléatoires de Bernoulli, X; ; valant 1 si le
-eme -eme -eme £

7¢ passager descend au "¢ étage et X; valant 1 si I’ascenseur s’arréte au ¢ étage.
2. On note Sy, 1 le nombre de surjections d’un ensemble a n éléments dans une ensemble a k éléments.
Montrer que pour n >k > 2,5, = k(Sn—16 + Sn—1,k—1)-

En déduire que Sp41,n, = %(n + 1l

3. Déterminer la loi de X.

4. On suppose que n = m + 1, calculer P(X = m).

Solution :
1. Les descentes se faisant au hasard, X; ; — B(l)
’ m
Ona P(X; = 0) = PV (Xi; =0) = (1- 1),
. _ _1yn

Donc X; — B(1—1(1 m) ). i

Par suite F(X;)=1—(1— %)" Et comme X = Y X :
i=1

E(X)=m(1-(1- L))

2. Une surjection d’un ensemble a n éléments dans un ensemble & k éléments peut étre obtenue de deux fagons :
x Le n®™® élément de I’ensemble de départ a une image déja atteinte : il y a k£ choix possibles, donc on obtient kS, _1
surjections de ce type.

* Le n®° élément de 'ensemble de départ a une image non atteinte : il y a k choix possibles pour cette image et en
prenant pour ensemble d’arrivée les (k — 1) éléments restants, la restriction au départ aux (n — 1) premiers éléments est

une surjection d’un ensemble de (n — 1) éléments dans un ensemble & (k — 1) éléments.

Le processus donnant une surjection d’un ensemble a n éléments dans un ensemble a k éléments, on en déduit qu’il y a
kS, —1,k—1 possibilités de ce type.
D’ou la formule :
nzk>22 —= Sn,k = k(Sn—l,k + Sn—l,k—1)~
On a S, , =nl, S21 =1 et la formule de récurrence Sp41., = n(Spn + Sn, n—1). Dot :

Sniim =3 knl=2(n+1)!
k=1

3. Un parcours de l'ascenseur est une application d’un ensemble & n éléments (les n passagers) vers un ensemble & m
éléments (les m étages). Il y en a donc m™ distinctes qui sont équiprobables. S’il y a k arréts & des étages prédéterminés,
c’est qu’on a une surjection (en supposant que les passagers descendent tous) sur ces étages, donc Sy, i, situations possibles,

comme il y a (T]?) choix de k étages parmi m, il y a (T]?)Sn,k possibités en tout, donc :

m S,
P(X:k;):w7 1 < k < min (n,m).
mn
m(m + 1)!
P(X :m) = Q(merl) :
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EXERCICE 68

On consideére :
C={(z,y) eR? / [z <Ly <1} et T ={(z,y) €C/0<y <z}

1. Pour tout point M = (z,y) € 7, déterminer les coordonnées du point situé sur les cotés du carré C dont la distance a
M est minimum.

2. Déterminer I’ensemble P des points de 7 dont la distance a l'origine est inférieure a la distance a la frontiere de C.
Tracer I’ensemble de ces points.

3. Calculer laire de P.

4. On lance une fleche sur une cible carrée représentée par C. On suppose que la probabilité d’atteindre une région donnée
de la cible est proportionnelle a l'aire de cette région. Déterminer la probabilité que le point d’impact de la fleche soit
plus proche du centre que du bord de la cible.

Solution :
1. Le point le plus proche de M sur le c6té est du carré est le point de coordonnées (1,y). Il se trouve a une distance de
(1—2)de M.
De méme le point le plus proche de M sur le c6té ouest du carré est le point de coordonnées (—1,y). Il se trouve a une
distance de (1 + z) de M (avec = > 0.
Le point le plus proche de M sur le ¢6té nord du carré est le point de coordonnées (z,1) qui se trouve & une distance de
(1 —y) de M (avec y < z).
Le point le plus proche de M sur le c6té sud du carré est le point de coordonnées (z, —1) qui se trouve & une distance de
(14+y) de M.
La distance la plus courte est (1 — x), ¢’est donc le point de coordonnées (1,y) qui est le plus proche de M.

2. Soit M(z,y) € T, sa distance au contour de C vaut (1 — z) et sa distance a lorigine /22 + y2.

Ainsi, M € P si et seulement si 2 + y? < (1 — )2, c’est-a dire, suivant les hypotheses, 0 < y < /1 — 2. I'ensemble
C est délimité par une portion de la courbe représentative de la fonction f : 2 — /1 — 2z, un segment de la premiere
bissectrice et le segment [0, %] de I’axe des abscisses. La courbe Cy et la premiere bissectrice se rencontrent au point de
coordonnées (zg, o) ot 3 = 1 — 2.

On trouve zy = /2 — 1.

3. La région P est la réunion du triangle plein de sommets, 1'origine, le point de coordonnées (xg,xo) et le point de
coordonnées (g, 0), et de la région R située au dessous de C entre les abscisses g et %

2
Le triangle a pour aire : % = #

La région R a une aire égale a :

3 1

2 = 3
[T = [~ Ja-2wl]f = =521,
xo

Zo

Au total, aire de P vaut 3 _22\@ + 5\/;_ 7= 4\f6_ 9

4. Avec les symétries que présente le probleme, I'ensemble des points de C les plus proches du centre de la cible que de
son contour a une aire égale a 8 fois celle de P. L’aire de C valant 4, la probabilité que le point d’impact soit plus proche

du centre que du contour de C vaut deux fois 'aire de P c’est a dire : % ~ (.219.
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EXERCICE 69

Soit € N*. On dispose de (r + 1) urnes notées Uy, Uy, ..., U,, contenant chacune r boules. Pour tout j,j € {0,...,r},
I'urne U; contient j boules rouges, les autres étant bleues.

Un joueur, les yeux bandés, choisit une urne au hasard et effectue dans cette urne n tirages d’une boule, avec remise de
la boule tirée & la fin de chaque tirage (les boules sont supposées étre indiscernables au toucher, les tirages sont donc
mutuellement indépendants). Il gagne 1 euro par boule rouge obtenue.

On note G, le gain total obtenu a l'issue des n tirages.

1. Déterminer, sous forme de somme, la loi de probabilité de la variable aléatoire G, et sa fonction de répartition F,.

2. Calculer 'espérance de G,..
1
3. Soit I, = / 281 = 2)" % dx, pour k € {0,..., n}. Calculer Ij et en utilisant une relation entre I, et I, calculer
0
les autres intégrales.

4. En déduire lim P(G, = k).

r——400

5. La suite (G, ),en+ converge-t-elle en loi 7

Solution :
1. G, (2) ={0,..., n}. Soit j € {0,..., n}, les événements, notés aussi Uj, «le tirage se fait dans I'urne U; » forment un
systeme complet d’événements, d’ou :

P(G, = k) = Y P(G, = K/U))P(U)).
j=0
Or P(U,) = rJlrl et P(G, = k|U;) = (Z)(%)k(l _ %)n—k}.
Dou: PG, =0 =ty & () (M- D

n+1
JP—
(k)(n+1)
1 PGy =h) = 1 i:ofk(%) o fi(x) = (o )ak (1 —ay*
r—1 -
On écrit P(G, = k) = T_THX% ) (L) (car fi(1) =0).
=

On reconnaaccent” 5Eit une somme de Riemann. D’ott hIE PG, =k)= (Z)Ik.

. . _ o 1
Par suite, Yk € {O,...,n}TEIEOOP(G,. =k)= T

[2]
Ve [0,n]
Dot lim F,(z) = ”31

r——400 siz <0
1 siz>1
La suite G, converge en loi vers la loi uniforme sur {0,...,n}.
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EXERCICE 70

Dans cet exercice, f désigne une densité de probabilité. On suppose que f est nulle sur |—oo, 0, continue sur [0, 00| et

+o0
que l'intégrale impropre / zf(x)dz est convergente.
0

1. Un client se présente a un automate pour y effectuer un retrait d’argent. On suppose que linstant d’arrivée X de
ce client & partir d’un instant initial 0 est une variable aléatoire de loi uniforme sur lintervalle ]0,¢], (ol ¢ est un réel
strictement positif fixé), que ce client peut utiliser le distributeur immédiatement, et qu’il se sert de cet automate pendant
une durée aléatoire Y, indépendante de X et qui admet pour densité f.

On note p; la probabilité que ce client soit encore en train d’utiliser 'appareil a U'instant ¢.

a) On note F' la fonction de répartition de la variable aléatoire Y et g une densité de la variable aléatoire X + Y.
Donner une expression de g(z) pour z compris entre 0 et ¢ en fonction de F'(z) et de t.

t
b) En déduire que P(X +Y <t) = F(t) — %/ z2f(z)dz.
0

¢) Montrer que tP(Y > t) tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0.

d) En déduire que ¢txp; admet une limite finie quand ¢ tend vers +oo (limite que l'on interprétera a 1’aide de la variable
aléatoire Y).

2. Un hall contient un grand nombre d’automates. On se fixe un instant initial 0 et pour tout réel ¢ > 0, on note :

* Cy la variable aléatoire égale au nombre de personnes se présentant a 1’'un des automates entre les instants 0 et ¢ ;

* Dy la variable aléatoire égale au nombre de personnes encore en train d’utiliser un automate a U'instant ¢.

On suppose que pour tout réel t > 0,

* C} suit une loi de Poisson de parametre At (avec A > 0 réel fixé) ;

* conditionnellement & (C; = n) la loi de D; est binomiale de paramétres n et p;, ceci pour tout n € N, p; ayant la méme
valeur que dans la question précédente.

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire D;.

b) Montrer que la suite de variables aléatoires (D,,),en+ converge en loi quand n tend vers +oo et préciser la loi limite
ainsi que son espérance.

Solution :

t min(t,z)
L. a) g(z)z/%f(z—u)du:lz20/ %f(z—u)du doncsi 0 < z < ¢,
0 0

o) = [ LG -wae = [Liwa=L

t
b) P(X +Y <t) = / 9(2)dz = %/ F(2)dz.
0 0
donc en intégrant par parties, ce qui est licite car f est continue sur R* donc F est C' sur R,
t t
PX+Y <t)= %{[ZF(Z)]B —/ 2f(z)dz} = F(t) — %/ 2f(2)dz
0 0
“+ o0

“+o0
c) 0 <tP(Y >t) =1t f(z)dz < / zf(z)dz et ce majorant est fini et tend vers 0 quand ¢ tend vers 0o par
¢ t

—+oo
convergence de 'intégrale / zf(z)dz.
0

t +oo
d) tpy =tP(X +Y >t) donc d’apres b), tp, = tP(Y > t) —|—/ zf(z) dz donc tend vers / 2f(z)dz = E[Y] quand ¢
0 0
tend vers +o0.

2. a) Dy suit la loi de Poisson de parametre Atp, car, pour tout entier naturel k :
—+o0
n=0

TN kg ekt (A"
o

— e—At]Lf JFZO:O (1 _pt)nik ()\t)n

k= (n—k)
k k
_ _ _ At
—e At%(}\t)ke)\t(l Pt) — o Atpt( kp't)
k k
b) Pour tout k € N, P(D,, = k) = e_’\”p"% tend vers e_’\E[Y}% quand n tend vers +oo d’apres 1. d).

Donc (D,,) converge en loi vers une loi de Poisson de parameétre AE[Y] qui a pour espérance AE[Y].
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EXERCICE 71

Dans cet exercice, on considére une suite (X, )n,en+ de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace
) €

probabilisé (€2, B, P). On suppose que ces variables aléatoires sont toutes & valeurs dans [0, 1] et de méme loi uniforme

sur cet intervalle.

Sin € N* et w € Q, on pose

Y, (w) = max(X; (w), Xa(w), ..., Xn(w))
1. Montrer que Y,, est une variable aléatoire, déterminer sa loi, son espérance et sa variance.
2. a) Etudier la convergence en loi de la suite (Y, )nen«-

b) Pour ¢ > 0, déterminer lirf P(|Y, —1] > ¢).

3. a) Montrer que pour tout w de £, la suite (Y, (w))nen- est convergente. On note Y(w) = lim Y, (w).

n—-+oo

b) Soit £ > 0. On note pour n € N*,

Bpe=(Ya—-1<e) ={weQ/|[V,(w) -1 <}

135:: LJ lgnﬁ

neN*

et

Calculer P(B.) puis P( (] By1) .
keN= k

¢) En déduire qu’il existe 2’ € B de probabilité égale & 1 tel que :
Ywe )Y (w) =1.

Solution :

1. Pour tout réel ¢, (Y, < t) = (X < t) € B, puisque pour chaque k, (X; < t) appartient & B. Donc Y,, est une

1

WD:

variable aléatoire réelle.

De plus :
0 sit<0
PY,<t)=<{t" sio<t<1
1 sit>1
-1
Donc Y,, admet une densité f,, définie par : f,(t) = {nt" 51 Ostsd
0 sinon

+o0 1
B = [ = [ gn,

* De méme E(Y2) = 2 dou V(Y,)=—2
Ye) = 7 (Yn) CESLCET)
2. Pour tout t réel, P(Y,, <t) — { ? o1 t< 1, on en déduit que (Y,,) converge en loi vers la variable certaine égale a 1.
n—00 sinon

D’autre part, Ve > 0,P(|Y,, — 1] > ¢) = P(Y,, <1 —-¢) — 0, donc (Y;,) converge également en probabilité vers la

variable certaine égale a 1.

3. a) Pour tout w € £, la suite (Y, (w)) est croissante, majorée par 1, donc convergente.
b) La suite (B, ) est croissante et P(B,, ) — 1, d’apres la question précédente, donc P(B.) = 1.
n—oo
De méme P( (| Bijx) = lim P( () Bis) =1
keN* P00 1<kgp

c) Posons Q' = () By, alors d’apres b) , on a P(Q') = 1.
kEN*

De plus si w € ' et € > 0, considérons un k € N* tel que r<e

[t

On aw € By, et donc il existe ng € N* tel que w € B, 1/5- On a alors Yy, (w)—1] < % < eg,doncVn = ng, |V, (w)—1] <e,
ce qui prouve que Y, (w) — 1, i.e. Y(w) = 1.
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EXERCICE 72

1. Tracer le graphe de la fonction définie pour = > 0 par h(z) = = In(z) et montrer qu’elle peut se prolonger par continuité
en x = 0.

2. Démontrer la relation
Y(z,y) € (RL)?, h(x) > h(y) + (1 +1n(y))(z — y)
et en donner une interprétation géométrique.
3. Une variable aléatoire X admettant une densité continue f satisfait la condition () si f vérifie les deux propriétés :
E(X?) =1,

+o0
H(fx)= —/ (ho f)(t)dt existe.

— 00

Montrer que si Z < N(0;1), Z satisfait la condition (x) et calculer H(fz) que I'on notera Hy.
4. Montrer que si X satisfait la condition (x), H(fx) < Ho.

5. Soient a,b deux réels vérifiant a < b et Yy suivant une loi uniforme sur [a,b]. Trouver une variable Y de la forme
Y =AYy (avec A > 0) vérifiant la condition (*) et calculer H(fy ). Peut-on trouver a et b tel que H(fy) > Hp?

Solution :
1. La fonction h est bien connue; son graphe admet une tangente verticale en 0%, un minimum global en z = % et est

convexe. On a h/(z) =1+ Inz.
2. C’est une maniere d’écrire la convexité de h.
3. Soit fo la densité (continue) d’une variable suivant une loi normale centrée réduite. On a :
_ 1 —t2/2 2
—h t) = —— In(27) +¢

o fo(t) 2me ( n(2m) )
d’ou l'on tire immédiatement :
(In(2m)E(1) + E(X?)) = $(In(27) + 1).
4. La fonction g = —h vérifie g(z) < g(y) + ¢'(y)(z — y) pour tous x,y > 0; en posant z = f(t), y = fo(t), il vient :

g(F(1) < g(fo®) + (1 = & — Lm@m)(F() — folt))

Hy =

D=

Cette relation intégrée devient :
H(f) < Ho+ (1 - 3 n(2m))(B(1) - E(1)) - L(B(X?) - B(22)) = Hy

donc I'entropie est maximale pour la loi normale centrée réduite parmi les variables ayant un moment d’ordre 2 vérifiant
E(X?) =1 et telles que fx In fx est intégrable.

2 2
5. BE(YZ) = % donc Y = ) (. est la variable cherchée.

Vb2 + ab+ a?
In(A(b — a)) b

sur ]a,b[, donc H(fy) = X =33 In 3 si ’on suppose a = 0 (ce qui n’est pas

A 1
Une densité de \Y, est 7)\(1) —a)

restrictif) et cette quantité peut excéder Hy.
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EXERCICE 73

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose p,, = P(X = n).

On appelle fonction génératrice de X la fonction de la variable réelle ¢ définie par :
+oo
Gx(t)=E(tY) = 3 pat"
n=0

1. a) Montrer que Gx (t) est défini pour tout ¢ € [0, 1].
b) Soit r € N*. On admet que si la série dérivée terme & terme r fois (c’est—a—dire la série Y n(n—1)--- (n—r+1)p,t"~")
converge en un point ¢ € [0, 1], alors on a :
+oo
S —1)-(n—r+ Dp,t" " = (Gx) (1)

ol Ggp désigne la dérivée d’ordre r de G x.

Montrer que X admet une espérance si et seulement si la série dérivée terme a terme une fois converge en ¢t = 1.

2. a) Déterminer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p € 10, 1J.
Retrouver son espérance a ’aide de la question précédente.

+oo
b) En déduire pour r € N et x € [0, 1] la valeur de ) (ﬁ)xk_’".
k=r

3. On suppose que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N. Exprimer Gxy en fonction
de GX et Gy.

4. On considére une succession de lancers indépendants d’une piéce pouvant amener Pile avec la probabilité p € ]0,1] et
Face avec la probabilité ¢ = 1 — p.

On pose Ty = 0 et pour tout r € N*, on appelle T,. la variable aléatoire représentant le nombre de lancers nécessaires
pour amener r fois Pile. On pose enfin Z, =T, — T,._;.

a) Déterminer la loi de Z,.

b) En déduire la fonction génératrice de 7.

“+oo
¢) On admet que : |(Vt € [0,1]) > axt* = 0| = [(Vk € N) a;, = 0]
k=0

Déterminer la loi de T;.. Calculer son espérance de deux facons différentes.

Solution :
1. a) Pour ¢ € [0,1],0 < ppt™ < pn, et py, est le terme général d’une série convergente (de somme 1). Par comparaison, la
série de terme général p,t" converge pour tout ¢ de [0, 1].

b) La variable X admet une espérance si et seulement si la série de terme général np,, converge, soit si et seulement si
la série dérivée terme a terme > np,t" ! converge pour t = 1 et on a alors :

B(X)= 3 npn = G (1)

n=1
2.a)SiX(—>Q(p),0na,p0ur0<t<%:
Gx(t) = X pg1tE = pt 3 (g1 = P
k=1 k=1 I—qt
Alors : Gy (t) = —L— et E(X) =Gy (1) = —2— =L
ons  G) = Ly et B(X) = G(1) = 2y = 4

b) En dérivant terme & terme r fois la série de somme Gx (), on trouve :
> L fpgh 1K = pgr S k(k = 1) (k— 7+ 1)(gt)* "
> dt E>r
cette série étant convergente pour ¢ € [0,1], car ¢ €]0,1] et

0<k(k—1)...(k—r+1)(g) " ~k"(gt)F" = o(#)
par croissances comparées.
Alors, par récurrence :

r | r—1 , 00 77, .
Gt = TPL = pgmt S k(k—1)... (k— 1+ 1)(qt)*", soit :
(1 _qt) k=r

7"! r—1 > k _
(1 _p(ét)r—i-l = T!pqr ! ,I; : (T) (qt)k "
=r

Soit, en posant x = ¢t € [0,1] :

> (lﬁ)xk_" = W

k=r
3. Pour t € [0, 1], on a par indépendance de t* et ¥ :
Gxiy(t) = EFXTY) = EtXtY) = E(tX)E(#Y)
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Soit
Gxy+y = GxGy

eme

pile, tandis que la différence Z, = T, — T)._; représente

4. a) La variable aléatoire T, représente le temps d’attente du r
¢ (inclus). Z,. suit donc la méme loi que le temps

le nombre de lancers effectués entre le (1 — 1) pile (exclu) et le r
d’attente du premier pile, soit :

Zy — G(p)

I
b) Comme T, = Y Z;, somme de variables indépendantes, on a par récurrence & partir de la question 3, pour tout
k=1
tel0,1]:

G, () = kri[l Gz, (t) = kljl Gz(t) = G20 = (2

r & k k—r+1 = k r k—r+1pk+1
= 2 (2@ :,E_l(rfl)pq 1,

Soit, en changeant d’indice :

G, (t) = 2 ("= %) R —

&)
¢) Comme Gr,.(t) = Y P(T, = n)t", par I'unicité admise :
n=0

n—1 ron—r >
P(T,.:n):{<r_1>pq pour n > r
0 sinon

x Comme Z, — G(p), on a F(Z,) = ]l) et E(T,) = ZT: E(Zy) = ]%

* D’autre part :
_ . pt r1’ o pt r—1 p
E(Ty) = Gr,(1) = {(1 - qt) L:l N [(Tl - qt) (1- qt)QLZ1

— p -l_p _r
=) o
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EXERCICE 74

1. Soit (un)n>0 une suite & valeurs dans Uintervalle [0, 1[. Pour tout n € N, on pose :
n

gn = IT (1 =up) = (1 —uo)(1 —wr)--- (1 = un)

k=0
“+oo

On dira que le produit [J(1 — ux) est convergent si la suite (g,,) admet une limite £ > 0. On notera alors ¢ = [] (1 — ug).
k=0

a) Etudier la convergence et calculer éventuellement la limite des produits suivants :
n n
1

_ __1 — _
DPn 71};[0 (1 k‘—|—2) ’ 4n 71};[0 (1 (k‘—|-2)2)

n

b) On revient maintenant au cas général. Montrer que si le produit ¢, = [] (1 — ug) converge, alors . lim wug = 0.
k=0 —too

¢) En déduire que le produit (g,) converge si et seulement si la série Y uy converge.
2. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N telle que pour tout n € N, on ait P(X > n) > 0.
On appelle tauz de panne associé, la suite réelle (z,,) définie pour tout n € N par :
x,=P(X=n|X >=n)
a) Exprimer P(X > n) en fonction des zj, et en déduire p, = P(X = n).
b) Déterminer les lois des variables aléatoires & valeurs dans N* ayant un taux de panne constant sur N*.
c) Montrer qu’une suite (zx)g>0 est un taux de panne si et seulement si 0 < z; < 1, pour tout k € N et la série Y xy,
diverge.
Solution : N .
L a) x p, = kH (1- m) = [I L s (le produit est donc divergent).

8 1 T (k+D(k+3) _ nt3 1 .

* @y, = 1—-———) = = — = (le produit est donc convergent).
o= 0O = Lo ~ 3y 2 (P gent)
b) On peut écrire ici : 1 — u, = dn_ ., 1, donc lim u, = 0.

n—1 nN—oo n—oo

n
¢)Onalng, = > In(l — ug).

k=0
* Si g, — L > 0, alors la série de terme général In(1—wu,, ) converge vers In L, comme u,, tend vers 0, on a In(1—u,) ~ —u,
et par la regle d’équivalence (u,, est de signe fixe), la série de terme général w,, est convergente.

* Réciproquement, si la série de terme général u,, est convergente ; alors u,, tend vers 0, et par I’équivalent précédent, la
série de terme général In(1 — u,,) converge vers £ € R, puis (g,) converge vers L = e’ > 0.

o0 o0
[T (1 —ug) converge <= > uy converge
k=0 k=0

2. a) Comme : 1=PX2n/X2n)=PX2n+1/X>2n)+PX =n/X>2n)

il vient : 1_xn:P[(X>n+1)ﬂ(X>n)]:P(X>n+1)
P(X =mn) P(X =n)
n—1 n—1
dot: [ —an)=LEZ0 _px >y puis: pe=P(X 2n) = P(X =n+1) =, [] (1—xx)
k=0 P(X >0) k=0
b) x Si x,, = z, alors pg = xg = 0, puis pour n € N* :
n—1
ppo=PX=n)=x, [[(Q1—a1)=2(1—-2)" et X — G(x)
k=0
*Si X — G(x),ona P(X =0)=0, dou zo = 0, puis pour n € N* :
_ _ P(X =n)
PX=n)=p¢g" ", P X>2n)=¢" !, g,="2—" =
(X =n)=pg"", P(X 2n)=¢""", x PXxsn P

Ainsi le taux de panne est constant si et seulement si X suit une loi géométrique.

¢) * Un taux de panne vérifie :
n—1
x,=P(X=n/X2>2n)20et [](1—2,)=P(X >n)>0impose z; # 1, donc 0 < zx < 1.
k=0

D’autre part, comme les événements (X > n) forment une suite décroissante pour l'inclusion d’intersection vide, on a :
n—1
[I(1—2x) =P(X 2n) — 0 et le produit infini diverge, d’ott > x), aussi.

n—oo

* Réciproquement, étant donnée une telle suite (2, ),cn, on montre que la suite (p,,)nen définie par :
n—1
pr=2n [[ (1= 2k) = 2nGn-1=@n-1—0n
k=0

(en posant ¢_; = 1) définit une probabilité sur N.

En effet, on a bien 0 < p, < 1 pour tout n. De plus la divergence de > x entraaccent” 5Eine que le produit (g,) n’est
n
pas convergent, or la suite (g,) est positive décroissante, donc (g,,) est de limite nulle et > pr=1—¢, — 1.
k=0 nmee
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